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VORWORT

Das vorliegende Buch wurde angeregt durch Untersuchungen iiber Messung
im Rahmen meines DFG Forschungsprojektes "MeBketten" 1979-82.In dem
Projekt wurden konkrete MeBmethoden und MeBketten ohne philosophische
Voraussetzungen und Vorurteile studiert.Dabei formte sich eine Vor-
stellung von Messung,die ich hier als "theoriegeleitete Messung" be-
zeichne und es scheint,da diese Art von Messung heute bei weitem vor
anderen Arten,die in der philosophischen und wissenschaftstheoretischen
Literatur fast ausschlieBlich diskutiert werden,lberwiegt.Die Einbezie--
hung von Theorien in das Studium von Messungen fihrte fast zwangsldufig
dazu,Messung und Theorie begrifflich als gleichrangig anzusehen.Hierbei
erwies sich der strukturalistische Begriffsapparat fir die Untersuchung
von Theorien,in dem "Systeme","Strukturen" oder "Modelle" die kleinsten
Analyseeinheiten bilden,als geeigneter und flexibler Rahmen,in den sich
Messung in Form von "Mefmodellen" nahtlos einfligen lief.

Die Ergebnisse der Untersuchungen wurden zuerst in meiner Habilita-
tionsschrift "Messung im strukturalistischen Theorienkonzept" (1983)
zusammengefaBt.Ein Forschungsjahr als Fellow am Netherland Institute for
Advanced Studies (NIAS) gab reichlich AnlaR und Gelegenheit zur Weiter-
fuhrung der Arbeit und nach mehrfacher Uberarbeitung mit substanziellen
Streichungen und Ergdnzungen entstand schlieBlich der vorliegende Text.

Ich bin den Mitarbeitern im DFG-Projekt: U.Gdhde,F.Mihlhdlzer und
F.R.Wollmershduser zu Dank fir ausgiebige und fruchtbare Diskussioqen
verpflichtet.Meine Darstellung von MeBketten aus der Elektrizitdts-
lehre und der Astronomie in Kap.IV basiert auf den dort angegebenen Ar-
beiten von Mihlh6lzer und von Wollmershduser und mir.Kapitel VII uber
theoretische Terme geht von der grundlegenden Arbeit von Gdhde zu die-
sem Thema aus und wdre ohne diese und ohne intensive Diskussionen mit
ihm nicht méglich gewesen.Weiter habe ich,vor allem was die Struktur
von Theorien-betrifft,sehr von vielen Gesprdchen mit C.U.Moulines,
J.D.Sneed und W.Stegmiller profitiert.

Minchen,den 15.6.85
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I STANDORTBESTIMMUNG

Nach einem kurzen Blick auf die Entwicklung der Naturwissenschaften und
nach kurzem Nachdenken wird man zu folgender Vorstellung iber die Rolle
von Messung in dieser Entwicklung kommen.Jede Disziplin (Geometrie,
Astronomie,Mechanik,Thermodynamik ,Elektrizitdtslehre usw.) beschdftigt
sich mit einem eigenen Bereich von Phédnomenen: die Geometrie mit rdum-
lichen Verhdltnissen zwischen unbewegten,relativ festen Kérpern,die
Astronomie mit Verdnderungen am Himmel,die Mechanik mit Bewegungen
mittelgroBer,relativ fester Gegenstdnde,die Thermodynamik mit Wdrmeun-
terschieden und deren Verdnderung,die Elektrizitdtslehre mit dem Ver-
halten von "Stromkreisen".In jedem Phdnomenbereich fir eine Theorie
stellt man weitere Unterschiede hinsichtlich der "Natiirlichkeit" der
Phdnomene fest; man findet ein Kontinuum von Typen,welches von in der
von Menschen nicht verdnderten Welt vorfindbaren bis zu vollstdndig
kiinstlich erzeugten Phdnomenen reicht.So findet man etwa fir die Geo-
metrie angehdherte,natlrliche Dreiecke bei Steinen,kinstlich hergestell-
te Dreiecke in Schulbichern.In der Astronomie hat man neben den ur-
springlichen Himmelsk6rpern des Sonnensystems inzwischen eine Vielzahl
von Satelliten,die man auch mit bloBem Auge sehen kann.Besonders kraB
sind die Unterschiede in der Elektrizitdtslehre,wo man von natlrlichen
Phdnomenen wie Magnetismus,Entladungen,Zuckungen von Froschschenkeln und
elektrostatischer Anziehung auszugehen hatte.Die kiinstlichen Phanomene
werden erst méglich durch ein gewisses MaB an Beherrschung der natirli-
chen durch den Menschen und solche Beherrschung geht Hand in Hand mit
Messung.In der Geometrie verglich man die GréBe von Strecken (etwa

beim Bauen),indem man jede Strecke in eine bestimmte Zahl von Einhei-
ten zerlegte,ein dhnliches Verfahren diente zur Bestimmung des Inhaltes
(Masses) von Behdltern.In der Astronomie zdhlte man zeitlich "gleich
groBe" Perioden (Jahre,Tage,Teile von Tagen) und zur Fixierung der Orte
der Himmelskdrper verglich man Winkel,indem man sie auf eine bestimmte
Zahl gleicher Strecken zuriickfihrte.In der Mechanik benutzte man neben
Orts- und Zeitmessverfahren u.a.Methoden der Massenbestimmung,bei denen
die Masse (genauer: das Gewicht) eines Korpers mittels Wagung in eine
bestimmte Anzahl kleinerer,"gleich groRer" Massen ("Einheiten") zer-
legt wurde.In der Thermodynamik kam dazu das Verfahren,verschiedene
"Wadrmegrade" durch Thermometer zahlenm&Big miteinander zu vergleichen *



und in der Elektrizitdtslehre Verfahren zum zahlenmdBigen Vergleich von
Stromstérken und Widerstdnden durch Zuriickfihrung auf einen jeweiligen
Vergleich von Ldngeneinheiten.

Das Schema,das bei diesen Verfahren zugrundeliegt,ist sehr einfach.
Es beruht im wesentlichen darauf,gleich "groBe" Objekte ("Einheiten")
zu produzieren und diese in geeigneter Weise so miteinander zu verket-
"ten,daB eine bestimmte Anzahl verketteter Objekte in etwa so "groB" ist
wie ein vorgegebenes,zu messendes Objekt.Die Ldngenmessung liefert hier
das beste Beispiel.Es kommt darauf an,0Objekte der GrdBe nach verglei-
chen und gleich groBe Objekte miteinander verketten zu konnen.Der Un-
terschied zum bloBen Zahlen liegt in der Moglichkeit der Verkettung
"gleich groBer" Objekte und damit hauptsdchlich in der Mgglichkeit zu
deren Reproduktion: beim Zdhlen kommt es nicht darauf an,daB die ge-
zdhlten Objekte in irgendeinem Sinn gleich groB sein missen.Messung,
die Uber bloBes Z&hlen hinausgeht,beginnt also dort,wo man "gleich
groBe" Objekte herstellen kann.Dies geschieht kiinstlich,weil man in
der Natur gleich groBe Ohjekte (der Lange,Dauer,Masse,Wdrme,Stromstédr-
ke nach) kaum findet,oder wenn man sie,wie bei der Zeitmessung,findet,
nicht.ohne weiteres verketten kann.

Mit der Reproduktion gleich groBer Objekte bzw. der Schaffung von
Mdglichkeiten zu deren Verkettung,kurzum,mit einer ersten Art von Mes-
sung,deren Charakteristika wir gerade kurz beschrieben,beginnt,wie ge-

sagt.die Beherrschung der jeweiligen Phdnomene und der Mensch greift
hierbei aktiv in das natlirliche Geschehen ein.Wenn wir sagen,ein Ob-
jektbereich sei "konstituiert",wenn es méglich ist,neue,kiinstliche 0b-
jekte zu schaffen,die in den Bereich fallen,dann folgt aus dem bisheri-
gen,daB Messung konstitutiv ist fur die Objektbereiche (Phdnomenberei-
che) naturwissenschaftlicher Theorien.Natiurlich wird damit nicht be-
hauptet,daB die Beherrschung eines Phd&nomenbereiches,sei es auch nur
unter dem Aspekt der Erzeugung kiinstlicher Phanomene,ausschlieBlich auf
der Moglichkeit zur Reproduktion von Einheiten und zu deren Verkettung
beruht.Wir wirden diese Moglichkeit auch nicht als allgemeine,notwen-
dige Bedingung zur Erzeugung kinstlicher Phd&nomene und ebensowenig als
notwendige Bedingung fiir Messung ansehen.

Die Ausweitung des Ph&nomenbereichs beruht ndmlich nicht allein auf
der Moglichkeit zur Messung,sie beruht genauso auf der einschldgigen
Theorie iber den jeweiligen Phdnomenbereich.Auch die Theorie beginnt zu-
ndchst mit den natirlichen Phdnomenen.Man vergleicht diese miteinander
und stellt Ahnlichkeiten und Unterschiede fest.Man nimmt an,daB die
" Phignomene eine bestimmte “innere" Struktur haben,die genau allen &hn-
lichen Phinomenen gemeinsam ist,widhrend andere Phdnomene,die den be-




trachteten nicht ahnlich sind,auch nicht die hypothetische innere Struk-
tur aufweisen.Man versucht,die innere Struktur operational zugdnglich
oder nachweisbar zu machen und ebenso versucht man,den Ubergang von
einem Phdnomen zu einem anderen,dhnlichen,genauer zu beschreiben.Wenn
es gelingt,beide Komponenten,die innere Struktur einzelner Phédnomene,
sowie den Ubergang zwischen &dhnlichen Phianomenen gut zu erfassen,dann
bleibt die innere Struktur beim Ubergang zu &dhnlichen Ph&nomenen erhal-
ten.Der {Ubergang l1&Bt sich dann als eine bestimmte Transformation dar-
stellen und die innere Struktur ist "invariant" unter solchen Transfor-
mationen.0ft gelingt jedoch nur die Charakterisierung der inneren Struk-
tur,wdhrend dhnlichkeitserhaltende Transformationen und zugeh&rige In-
varianzen nicht erkennbar sind.In der Mechanik zum Beispiel wird die
innere Struktur der betrachteten Phé&nomene charakterisiert durch die
Newtonschen Axiome (vergleiche D16 in Kap.II); man nimmt an,daB ein
"Phanomeh",d.h.hier: ein System,aus Bahnen von Teilchen mit zugehdrigen
Massen und Kré@ften besteht,und daB diese sich wie in den Newtonschen
Axiomen postuliert,verhalten.Der Ubergang von einem mechanischen System
zu einem anderen wird durch Galilei-Transformationen beschrieben und
die Glltigkeit der Newtonschen Axiome ist invariant unter solchen Trans-
formationen -jedenfalls in gewissen Grenzen.In der Astronomie ist die
innere Struktur des Sonnensystems z.B.durch die Keplerschen Gesetze ge-
geben.In der Thermodynamik werden die Systeme charakterisiert durch die
Hauptsdtze,in der aus der Elektrizitdtslehre hervorgegangenen Elektro-
dynamik durch die Maxwellschen Gleichungen,die invariant unter Lorentz-
Transformationen sind.Bei Astronomie und Thermodynamik gibt es keine
allgemein anerkannten Transformationen,was darauf schlieBen 1dBt,daB im
zweiten Fall die Ahnlichkeiten zwischen den Systemen (noch?) nicht in
vollstédndiger Weise durch die innere Struktur (Hauptsdtze) erfaBt sind
(im ersten Fall hat man nur ein einziges System,sodaB Ahnlichkeiten
keine Rolle spielen).Die Geometrie nimmt eine Sonderstellung ein.Zwar
hat man auch hier durch die abstandserhaltenden Abbildungen geeignete
Transformationen,welche geometrische Ahnlichkeit genau erfassen.Ander-
erseits aber ist die innere Struktur eines geometrischen Systems,wie
sie durch die Euklidischen Axiome (in moderner,etwa der Hilbertschen
Fassung) expliziert wird,so stark und ideal,daB man sich nur ein einzi-
ges reales System in der Welt vorstellen kann,welches diese innere
Struktur besitzt.Fiir eine empirisch aufgefaBte Geometrie,die viele ver-
schiedene Systeme betreffen soll,muB man daher eine schwdchere innere
Struktur annehmen (vergleiche etwa [Balzer,1978]).

Wie gesagt,die Feststellung der beiden Komponenten: innere Struktur
und Transformationen,einer Theorie beginnt bei den natlirlichen Phdno-



menen.Wie weit diese allein fuhren,ist eine andere Frage.Es ist ndmlich
klar,daB man durch bloBe Betrachtung der natiurlichen Phdnomene nie zu
den heute existierenden Theorien gekommen wdre.In der Tat werden die
beiden Komponenten auch nicht durch bloBe,passive Beobachtung festge-
stellt.Um die angenommene innere Struktur als addquat und "real" nach-
zuweisen,wird man versuchen,die verschiedenen konstitutiven Teile: die
Objekte,Relationen und Funktionen,ndher zu bestimmen.Und bei den Rela-
tionen,auf jeden Fall aber bei den Funktionen,ist man hierbei auf Mes-
sung angewiesen.Ldnge und Abstand in der-Geometrie,Winkel und Perioden
in der Astronomie,Orte,Zeiten,Massen in der Mechanik,Temperatur,Volumen,
Druck usw. in der Thermodynamik,Widerstand und Stromstarke in der
Elektrizitdtslehre: all diese Funktionen sind wesentliche Bestandteile
fir die innere Struktur der jeweiligen Phdnomene und alle kdénnen nur
durch geeignete MeBverfahren bestimmt werden.Auch die genaue Erkenntnis
der relevanten Transformationen ist nur méglich,wenn man die Funktionen
in den Systemen vor und nach einer Transformation genau bestimmen kann,
was,wie wir sahen,ohne Messung nicht geht.Messung aber fihrt zwangs-
ldufig zu einer Erweiterung des Phdnomenbereichs,sodaB im Zuge der Fest-
stellung von innerer Struktur und Transformationen bei der Entstehung
einer Theorie auch sogleich neue Phdnomene geschaffen oder zumindest
mdglich werden.Solche neuen Phé&nomene dienen dann als Prifstein fir den
Erfolg der Theorie.

Nennen wir die Phdnomene,mit denen sich eine Theorie beschdftigt,in
Anlehnung an [Sneed,1971] intendierte Anwendungen,so erweitert sich also
der Bereich der intendierten Anwendungen einer Theorie stdndig und zwar

auch schon dann,wenn "die" Theorie sich erst in groben Umrissen abzeich-
net.Am Anfang,wenn die Theorie erstmals dargelegt wird,hat man meist nur
einige wenige intendierte Anwendungen,die von dem (odér den) Erfinder(n)
explizit angegeben werden.Zu diesen kommen bereits in der Phase der
ersten Etablierung der Theorie im Zusammenhang mit Messungen neue An-
wendungen hinzu und auch nachdem sich die Theorie etabliert hat,ver-
sucht man stdndig,deren Anwendungsbereich durch Einbeziehung oder Schaf-
fung neuer Phénomene,die unter die Theorie fallen,zu erweitern.

Wir sehen,dal Messung in verschiedener Hinsicht fir die Entwicklung
und Ausbreitung von Theorien wesentlich ist.Zum einen wirkt sie durch
Schaffung neuer Phdnomene bei einer "theorieunabhdngigen" Ausdehnung
des flir die Theorie relevanten Phdnomenbereiches mit.Zum anderen ist
sie wesentlich an der Etablierung der Theorie beteiligt,da sie zur
Feststellung innerer Strukturen und Transformationen dient.Die Frage,
ob Messung eine notwendige Bedinguhg fiir die Entstehung naturwissen-
schaftlicher Theorien ist,kann man derzeit nicht beantworten;vielleicht

-



wird sich herausstellen,daB es keine gute Frage ist,ebenso wie etwa

die Frage,was zuerst kommt: Theorie oder Messung.Theorie und Messung
gehen Hand in Hand.Ein schones Beispiel flr dieses Zusammengehen beider
Komponenten bildet die Einfihrung des Ohmschen Gesetzes,welches in ein-
em Schritt eine theoretische,"innere" Strukturierung der Phénomene zu-
sammen mit sauberen MeBméglichkeiten lieferte (veérgleiche etwa [Heidel-
berger,19801]).

Messungen der angesprochenen Art wollen wir zusammenfassend als
archigone ("anfangliche","urspriingliche") Messungen bezeichnen,da die
bisher in der Literatur verwendeten Bezeichnungen nicht genau das tref-
fen,was wir hier auszeichnen wollen.

Der bisherige Uberblick ist noch keineswegs erschopfend.Nachdem eine
Theorie fest etabliert und allgemein anerkannt ist,tritt eine neue Art
von Me%sung auf,ndamlich Messung,bei der die Theorie als glltig voraus-
gesetzt wird und bei der man die Theorie in irgendeiner Weise benutzt.
Dieses Phdanomen hat eine einfache Erkldrung.Wie wir sahen,spielt Messung
von Anfang an bei der Entstehung und Entwicklung der Theorie eine wich-
tige Rolle.Zahlreiche Messungen und Bestimmungen sind erforderlich,damit
die Theorie anerkannt wird und all diese Bestimmungen missen (einiger-
maBen) zusammenpassen.Man kann sagen,daB die Theorie eine sehr groBe
Zahl verschiedener Daten,lber die man sonst Keinen Uberblick hédtte,in
einfacher,libersichtlicher Weise zusammenfaBt.Wenn in einem Stadium,in
dem erst wenige Messungen durchgefihrt wurden,Werte auftreten,die nach
dem hypothetisch angenommenen,theoretischen Bild liberhaupt nicht zu-
sammenpassen,dann wird die Theorie nicht viel Erfolg haben und bald im
Papierkorb landen.In einem solchen Stadium erbringt die Theorie noch
keine groBe vereinheitlichende Leistung.In einer von der Logik ange--
regten Sprechweise sagte man,daB glg\beobachtetes (gemessenes) Datum,
welches nicht den theoretischen Annahmen geniigt,die Theorie falsifi-
ziert.So streng war man in der Praxis freilich nie und mit guten Grin-
den.Je mehr Daten die Theprie iIn vereinfachender Weise zusammenfalit,
umso weniger wird man bereit sein,diese Errungenschaft wegen eines$ ein-
zelnen,widerspenstigen Wertes aufzugeben.Und wenn sich die Theorie ein-
en festen Platz in den Wissenschaften erobert hat,kénnen einzelne oder
auch mehrere widersprechende MeBergebnisse sie nicht erschittern,ein-
fach weil man damit den wenigen-schlechten MeBergebnissen gegenlber
einer liberwdltigenden Majoritdt "passender" Ergebnisse den Vorrang
gdbe.In dieser Lage bekommen Messungen eine neue Funktion.Anstatt,wie
vorher,zum Aufbau und Test der Theorie beizutragen,dienen sie nunmehr
dazu,auf der Grundlage der als in ihrem Bereich gililtig angenommenen
Theorie entweder praktische,technische Probleme zu l&sen oder durch

\



verbesserte Methoden genauere Werte und damit neue AnstoBe zu theore-
tischer Entwicklung zu geben.Dabei tritt das von C.F.v.Weizsdcker ange-
sprochene Problem der Konsistenz der "alten" mit den "neuen" Daten auf:
sind die Daten,die im Laufe der Entwicklung der Theorie archigon gemes-
sen wurden,mit den neuen Daten,die man bei Voraussetzung der Theorie
als giiltig erhdlt,konsistent? Die meisten praktischen Verfahren zur
Ldngen- und Zeitmessung benutzen heute elektronische Gerdte und Atom-
uhren und setzen dabei Elektrodynamik und Quantenmechanik als gililtig
voraus.Im Lichte der jeweils neueren und>umfassenderen Theorien werden
neue MeBverfahren entwickelt,die die "alten" Verfahren,bei denen man
jene Theorien noch gar nicht kannte,ersetzen.Es fragt sich dann,ob man
auf die alten Verfahren vollig verzichten kann,ob sie mit der Ersetzung
durch andere,neuere‘Verfahren systematisch iUberflidsig werden.

Bei dieser neuen Art von Messung wird die Theorie nicht nur voraus-
gesetzt,sie wird auch zum Zweck der Messuhg benutzt.Der zu messende
Wert wird mittels einer Gleichung,welche man durch Spezialisierung der
Grundannahmen (Axiome) der Theorie erhdlt,aus anderen,bereits bekannten
oder gemessenen Werten bestimmt.Insofern die Axiome der Theorie fiir sol-
ché~Messungen einen Rahmen bilden,der bereits wesentliche Annahmen fir
die Messung enthdlt,sprechen wir hier von theoriegeleiteter Messung.

Die Unterscheidung zwischen theoriegeleiteter und archigoner Messung
ist keine streng logische,sondern eine pragmatische.Archigone Messung
‘liegt vor,wenn man entweder gar keine einschldgige Theorie hat oder

“bericksichtigt,oder wenn man die MeBwerte als unabhdngig von der ein-
schlédgigen Theorie und als‘dieser‘gleichgestellt und eventuell diese
testend ansieht.Theoriegeleitete Messung dagegen setzt die einschldgige
Theor}e als giltig voraus und kann daher nicht dazu dienen,diese zu
testen (jedenfalls nicht,wenn man "Test" so versteht,daB dabei auf theo-
rie-unabhdngige Daten zurlckgegriffen werden mufB).

Uber archigone Messung gibt es umfangreiche Literatur,etwa [Krantz
et al.,19711,[Pfanzagl,19681 und [Kyburg,1984] .Der Begriff der theo-
riegeleiteten Messung,mit dem wir uns in diesem Buch ausschlieBlich
beschédftigen,wurde dagegen bisher noch nicht systematisch untersucht.
Wir werden im folgenden den Begriff der thedriegeleiteten Messung in
allgemeiner Weise herausarbeiten und durch einfache Beispiele belegen.
Zwei wichtige Aspekte werden dabei ausgeklammert: der Aspekt der MeB-
ungenauig(eit und eine Untersuchung des oben angesprochenen Konsistenz-
problems und damit verbunden der Rolle theoriegeleiteter Messung beim
Test oder bei der Bestdtigung oder "Widerlegung" einer Theorie.Der
hier entwickelte Begriffsapparat wird bei der Analyse dieser beiden
Aspekte wertvolle Dienste leisten.



I EMPIRISCHE THEORIEN UND EMPIRISCHE BEHAUPTUNGEN

Der Begriff einer empirischen Theorie wurde weitaus intensiver unter-
sucht als der der ﬁessung.Von den verschiedenen in der Literatur vor-
findbaren Ansdtzen,die z.B.in [Balzer & Heidelberger,1983] zusammenge-
stellt sind,wdhlen wir fir unsere Zwecke den auf Suppes,Sneed und Steg-
miller zurUcerhenden,neuen strukturalistischen Theoriebegriff (siehe
z.B. [Suppes,1970],[Sneed,1971],[Stegmiller,1973]1,[Stegmiller,1979] und
[Bafier,1982]).Danach besteht eine empirische Theorie mindestens aus
einem formalen Kern K und einer Menge I intendieprter Anwendungen.Wir
werden hier nicht ilber dieses Minimum hinausgehen und insbesondere auf
die Betrachtung von "Theorien-Netzen" verzichten {(vergleiche [Balzer &
Sneed,1977/781 zum Begriff des Theorien-Netzes).Die Erweiterung unseres
Ansatzes auf solche Netze muB zukiinftiger Arbeit vorbehalten bleiben.

Da die Begriffe des Modells,des potentiellen Modells,des partiellen
potentiellen Modells und des Constraints schon ausgiebig in der Litera-
tur behandelt sind,kdnnen wir uns bei deren Erlduterung kurz fassen.
Statt "Constraint" verwenden wir im folgenden stets das Wort "Querver-
bindung";einmal,weil "Constraint" in der bhysik schon eine feste,tech-:
nische Bedeutung hat und zum anderen,weil das Wort "Querverbindung"
viel besser ausdrﬁck},um was es sich in der Regel handelt.

In Bezug auf "Theorre-Kerne" nehmen wir gegeniiber den bisher in der
Literatur gegebenen Darstellungen zwei Anderungen vor.Erstens behandeln
wir die Klasse der potentiellen Modelle und die Klasse der Modelle als
Strukturarten ("species of structures") im Sinne von Bourbaki (verglei-
che [Bourbaki,19681,5.259 ff.). Dadurch wird ein gewisser "syntaktischer
Unterbau" des strukturalistischen Theoriebegriffs zumindest so weit an-
gedeutet,daB sich die verschiedentlich vorgebrachten Einwdnde (etwa in
[Niiniluoto,19801, [Pearce, 19813, [Rantala, 19801, [Scheibe,19811,
[Tuomela,1978 1) gegen die bisher von "Strukturalisten" praktizierte Be-
nutzung informeller mengentheoretischer Pradikate als unwesentlich (weil
ausrdumbar) erweisen.In der Tat erfolgte der Verzicht auf solchen Unter-
bau meist bewuBt aus Einfachheitsgrinden,um zu einem leicht anwendbaren
Theoriebegriff zu gelangen,ohne sich zuerst durch einen "syntaktischen
Dschungel" kdmpfen zu missen.Aus der Sicht des Verfassers war dies
jedenfalls so in der Arbeit [Balzer & Sneed,1977/781) und die Definitio-
nen dieses Abschnitts dirften zeigen,daR die benutzte Metapher nicht
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ganz unberechtigt ist.
Iweitens dndern wir die Definition der "partiellen potentiellen Mo-
delle" ab.Diese werden in allgemeinerer Weise als bisher eingefiihrt.

1) Strukturarten

Mit |N bezeichnen wir im folgenden die Menge der natilirlichen Zahlen,
[N={1,2,3,... L

D1 Induktive Definition der k-Typen fir k e |N.
1) jedes i<k ist ein k-Typ
2) ist 1 ein k-Typ,so auch Pot(«)
3) sind Ty und T, k-Typen,so ist auch (T1X12) ein k-Typ

Am besten stellt man sich einen k-Typ als eine "Konstruktionsregel" vor,
nach der man,aysgehend von k gegebenen Mengen D1,...,Dk neue,kompli-
zierter gebaute Mengen konstruiert.Bei der durch D1-1 gegebenen Regel
besteht die "Konstruktion" einfach in der Auswahl der i-ten Menge Dj
aus vorgegebenen 5 Mengen D1,...,Dk.Anders gesagt: ausgehend von
D1,...,Dk wird gemds dem k-Typ i (i<k) die Menge Di "konstruiert".
D1-2 und 3 enthalten den Induktionsschritt.Nehmen wir an,wir hdtten ge-
maB dem k-Typ t,den wir als Konstruktionsregel auffassen,schon aus ge-
gebenen Mengen D1,...,Dk eine Menge D konstruiert.Dann besagt die Regel
Pot(<:) einfach,daB man die Konstruktion durch Bildung der Potenzmenge
von D fortsetzen kann.Das induktiv gewonnene Endergebnis der Konstruk-
tion einer Menge aus D1,...,Dk gemdB Pot(<) ist dann die Menge Pot(D),
die Potenzmenge von D.Analog funktioniert D1-3.Sind aus D1,...,Dk

schon Mengen E1 gemaB T4 und E2 geméalh 5 konstruiert,so kann man gemdB
Regel (T1x12) die Konstruktion dadurch weiterfiihren,daB man das karte-
sische Produkt E,xE, bildet.Das Verfahren wird klarer,wenn wir noch die
folgende Definition benutzen. !

D2 Sei k ¢ N.und seien D,,...,D Mengen.Induktive Definition der
Leitermengen der k-Typen t iiber D1,...,Dk
1) jedes Di (1t<igck) ist eine Leitermenge vom k-TyP i Uber
D1""’Dk
2) ist z eine Leitermenge vom k-Typ ¢ lber D1,...,Dk,so ist

Pot(z) eine Leitermenge vom k-Typ Pot(:) Uber D1,...,Dk

3) sind 4 und g, Leitermengen der k-Typen T und ) tiber D1,..,Dk,



so ist TyXT, eine Leitermenge vom k-Typ (I1X12) tiber D1,..,Dk

In D2 wird die zuvor geschilderte Konstruktion neuer Mengen aus ge-
gebenen Mengen 01""’Dk gemdB bestimmter,durch k-Typen gegebener Kon-
struktionsregeln explizit gemacht.Das Resultat einer gemdB k-Typ =
durchgefihrten Konstruktion aus D1,..,Dk heilt eine Leitermenge vom-
k-Typ t Ulber D1,...LDk.Gehen wir z.B.von drei Mengen D1,D2,D3 (k=3)
aus,so erhalten wir fir die 3-Typen 1 und 3 die Leitermenge D1 vom
3-Typ 1 Uber D1,...,D3 und die Leitermenge D3 vom 3-Typ 3 lber D1,..,D3.
Aus der Leitermenge D3 erhalten wir fir t=Pot(3) die Leitermenge
Pot(D3) vom 3-Typ Pot(3) uber D1,..,D3.Aus dieser und D1 mit 7=
(1x£g£(3)) die Leitermenge D1xPot(D3) vom 3-Typ <~ Uber D1,...,D3 USW.
-Die Leitermengen entstehen also aus D1,..,Dk durch iterierte Bildung
von Potenzmengen und kartesischen Produkten.Es ist klar,daB z.B.jede
Relation R g D1x...ka sich als Element einer Leitermenge iber D1,...,
D, darstellen 1&Bt,ndmlich R ¢ Pot(D1x...ka). )

Leitermengen entsprechen den “echelons” aus [Bourbaki,19681,5.260
und die k-Typen den dortigen "echelon construction schemes" (S.259).
Diese Begriffe dienen dazu,die mengentheoretischen "Typen" der in einer

k

Struktur vorkommenden Relationen "iUber" den Grundmengen D1,...,Dk zZu
fixieren.In der einsortigen Prddikatenlogik erster Stufe wird diese
Aufgabe einfach durch Angabe der "Stellenzahlen" der Prddikatzeichen
geldst.Aus D2 erha}t man folgendes

Lemma Zdijedem k-Typ « und zu jeweils k Mengen D{,...,Dk gibt es
genau eine Leitermenge vom K-Typ t Uber D1,...,Dk

Beweis: Induktion nach «#

Fir diese nach- dem Lemma eindeutig bestimmte Leitermenge fihren wir

eine Bezeichnung ein.

D3 Sei k e N, © ein k-Typ und seien D1""Dk Mengen.Dann bezeichne
,r(D1,...,Dk) die nach dem Lemma eindeutig bdstimmte Leitermenge
“vom k-Typ 1 Uber D1,...,Dk

D4 x ist eine mengentheoretische Struktur gdw es D,,...,D R, ... R
gibt,soda 1) k,m e N; . 2) x=kD1,...,Dk;R1,...,Rm> und 3) zu
sodahi Rie Pot(ri(D1,...,Dk))

m

jedem i <m gibt es einen k-Typ T
Dies ist eine sehr allgemeine Bestimmung.Es wird nur festgelegt,daR be-
stimmte Komponenten der Struktur (ndamlich R1,...,Rm) Relationen be-
stimmter K-Typen T iber den Grundmengen oder Basismengen D1,..,Dk
sind. Spezialfdlle von mengentheoretischen Strukturen sind z.B. alle
Modelle,die in Semantiken fir Sprachen mit endlich vielen Prddikat-

und Funktionskonstanten (die auch mehrsortig und hoherstufig sein
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kdnnen) vorkommen.Eine gewisse Einschrdnkung liegt bei D4 vor,indem
keine "Objekte" unter den Ri vorkommen dirfen,also keine Elemente
ae L}{Di/i <k} (die in Modellen der Prddikatenlogik den Individuenkon-
stanten entsprechen) und indem nur endlich viele Relationen Ri zugelas-
sen werden.{(Wir verwenden hier und im folgenden die Bezeichnung
V{Ai/i ed} bzw. Uly/y eB} fir die Vereinigung der Mengen A bzw.y.)
Die erste Einschrdnkung l&BRt sich formal leicht umgehen,indem man her-
vorzuhebende Objekte ae kJ{Di/i <k} mit Einermengen {a} identifiziert.
Auch die . zweite Einschrdnkung lieBe sich durch Verallgemeinerung von
D4 -aufheben.Wir sehen aber hierfiir keinen AnlaB,weil D4 praktisch alle
uns interessierenden Falle von Strukturen abdeckt.Wir bemerken,daB die
Di auch leer sein k&énnen.Dann ist z.B. fir Ti=1 und D1=¢:
Pot(ri(D1,..,Dk))zPot(D1)=Pot(¢)={¢},also muB fir R e Pot(fi(D1,..,Dk))
gelten: R e{¢},d.h.Ri=¢. )
Modellklassen von Theorien sind Klassen mengentheoretischer Struktu-
ren mit bestimmten weiteren Eigenschaften.Eine solche Eigenschaft ist,
daBl die Zahl k der Grundmengen D1,..,Dk,die Zahl der Relationen R1,...,
"R und die k-Typen Tyseenst in allen Modellen einer Klasse identisch

m m

sind.

D5 Zwei mengentheoretische Strukturen <D1,..,Dk;R1,..,Rm> und
<D{,...,D6;R{,...,Ra> sind vom gleichen Typ gdw 1) k=m und l=n;

2) fir alle i 21 und alle k-Typen t gilt:
Ry ePot(T(D1,..,Dk)) gdw R{ EPot(T(Di,...,Dé))

Eine Klasse mengentheoretischer Strukturen gleichen Typs,die alle Struk-
turen dieses Typs enthdlt,nennen wir eine typisierte Klasse.

D6 S ist eine typisierte Klasse (mengentheoretischer Strukturen) gdw
1) S ist eine nicht-leere Klasse mengentheoretischer Strukturen

2) alle Elemente von S sind vom gleichen Typ
3) fir alle xeS und alle y gilt: ist y eine mengentheoretische
Struktur vom gleichen Typ wie x,so ist auch yeS

T1 a) Ist S eine typisierte Klasse,so gibt es k,m € N und k-Typen

T1,.£.,rm,soda8 fir alle x aus S gilt:
x=<D1,...,Dk;R1,...,Rm>
wobei D1,..,Dk Mengen sind und fir j=t,...,m gilt:
Rj ePot(rJ(D1,...,Dk))
b) Ist v ein k-Typ und sind fir i=1,...,k: D{ < Di3so gilt

Pot(T(Dj,...,Dr)) & Pot(*(Dy,...,D,))
Beweis: a) Ein x €S hat nach D4 die Form x=<D1,...,Dk;R1,..,Rm> mit
k-Typen 11,...,rm.Alle anderen Elemente von S sind vom gleichen Typ

wie x. b) Induktion nach t#
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Ist S eine typisierte Klasse und x=<D1,...,Dk;R1,...,Rm>e S,s0 heift
jedes Di (1<igk) eine Basismenge von x, jedes Ri (1<igm) eine
Relation von x,bzw. die i-te Relation von x,bzw.eine Relation iiber
D1,.
heiBt Di die i-te Komponente von x und fir 1<jzm heift Rj die

-+»D in x, bzw. die i-te Relation von x dber D,,...,D .Flir 1<igk

(k+j)-te Komponente von x.

Bei Bourbaki werden alle Relationen R1,...,Rm
lation in zusammengefafBter Weise behandelt.Die dort auftretende Rela-
tion R ([Bourbaki,1968],5.261) kann man aus unseren R1,...,Rm durch
R=<R1,...,Rm> gewinnen.Im Unterschied zu Bourbaki typisieren wir keine
"ganzen" Strukturen,sondern jede Relation R, einzeln.Mit pri(x) be-

als eine einzige Re-

zeichnen wir im folgenden die Projektion auf die i-te Komponente.Fir

X=<XqyoeaXp> und i<n ist also pri(x)=xi.

D7 Es sei S eine typisierte Klasse von Strukturen der Form
<D1"“’Dk;R1""’Rm>'
a) Fir i <m heiBt Fi:={Ri/3 xeS( Ri=prk+i(x))} der i-te Term von S.
Jedes R; eFi heiBt eine Realisierung von Fi
b) Fiir j <k heiBt Uj:={Dj/ Ix eS¢ Dj=prj(x))} der j-te Basis-
mengenterm von S

Der Begriff des Terms ist ein technischer Hilfsbegriff und nicht iden-
tisch mit dem des Begriffs.Selbst wenn man Begriffe rein extensional
auffaft,sind Terme im Sinn von D7 keine Begriffe.Ein Term ist genauer
die maximal mogliche Extension eines Begriffs.Das heiBt,extensional ge-
dacht ist ein Begriff B -aufgefaBt als Menge aller seiner Realisie-"
rungen- Teilmenge eines Terms.Der Begriff des Terms ist nétig,wenn
man die Begriffe einer Theorie feststellen méchte.Dazu braucht man
einen "Moglichkeitsraum",aus dem die fraglichen Begriffe ausgewdhlt
werden.Diesen "Méglichkeitsraum" bilden die Terme {vergl.Kap.VI und
auch [Bélzer,1981]).Bei einer Theorie wird spdter S gegeben sein durch
die Klasse Mp aller potentiellen Modelle.Der i-te Term von T ist dann
nach D7 die Klasse aller in irgendwelchen potentiellen Modellen der
Theorie vorkommenden Relationen Ri.Selbst wenn man diesen rein ex-
tensionalen Sprachgebrauch ablehnt,wird man sich der Einfachheit,die
er im folgenden mit sich bringt,kaum verschlieBen kénnen.

Das Verhdltnis zwischen Term und Realisierung ist identisch mit dem
zwischen Prddikatzeichen und fnterpretation desselben in der formalen
Logik.Statt "Realisierung" konnten wir auch "Interpretation" oder
“Konkretisierung" sagen.Normalerweise hat man fir den Term ein eigenes
sprachliches Zeichen,nicht aber fir die verschiedenen Realisierungen.
Will man Uber eine Realisierung reden,so sagt man z.B. "die Realisie-
rung des Terms...in diesem System" oder "die Interpretation von...in
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dieser Struktur" oder "die unter...subsumierbare konkrete Funktion in
diesem System” oder &hnlich.Bei der hier durchgefiihrten Behandlung wird
also die ibliche Vorgehensweise beziglich der Zuordnung “von Zeichen und
Bezeichnetem quasi "auf den Kopf gestellt".

Die potentiellen Modelle der klassischen Partikelmechanik bilden zum
Beispiel eine typisierte Klasse S von Strukturen der Form
<P;T,)R3,]R;s,m,f1,...,fn>.Der 2-te Term ﬁ={m/<P;T,[R3, m;s,m,f1,..,fn>
e S} ist der Term "Masse".Er ist nicht identisch mit dem Begriff "die
Masse der Mechanik" (vergleiche Kap.VI). Jéde Massenfunktion in einem
realen oder abstrakten (mathematischen oder rein fiktiven) System,d.h.
jede Funktion m:D - |R mit einer Menge D, ist eine Realisierung des Terms
"Masse", bzw. ist unter den Term "Masse" subsumierbar.

Fir spezielle Arten von MeBmodellen in Kap.IIIl brauchen wir noch
folgende Art von typisierten Klassen.

2§ S ist eine typisierte Klasse mit definierten Termen f1,...,fn gdw
1) S ist eine typisierte Klasse
2) die Strukturen in S haben die Form <D1,..,,Dk;R1,. .,Rm;t1,..,tn>
3) fir alle D1,...,Dk,R1,...,Rm,t1,...,tn,ti,...,té gilt:
wenn <D1,...,Dk;R1,...,Rm;t1,...,tn>e S und <D1,..,Dk;R1,..,Rm;
tys...,t;>eS,dann ist fur alle ig<n: ti=t]
Die Idee hierbei ist,daB in xe S die t1,...,tn durch D1,...,Dk,R1,...,
Rm und S eindeutig bestimmt sein sollen.Das ist sicher der Fall,wenn
tysenty als mengentheoretische Terme gemdB ti={z/Ai(z,D1,...,Rm)}
definiert sind,wobei Ai eine Formel bezeichnet,in der auBer z,D1,...,Dk,
R1,..,Rm keine freien Variablen auftreten.

Uber den Begriff der Definierbarkeit herrscht in der Mengenlehre
noch keine Einmitigkeit,sodaB wir hier auf keinen allgemein anerkannten
Begriff zuriickgreifen kdnnen.Bedingung D8-3 ist aber sehr allgemein und
wird als notwendige Bedingung fir jeden Definierbarkeitsbegriff ange-
sehen werden dirfen.

Wir kommen nun zu der fir Strukturarten entscheidendn Eigenschaft
der "Invarianz unter kanonischen Transformationen".Eine Strukturart ist
eine typisierte Klasse,die invariant unter kanonischen Transformationen
ist.Und eine kanonische Transformation ist eine Transformation,die eine

Struktur <D1,...,Dk;R1,..,Rm> "transformiert" in eine andere Struktur
<Di,...,D§;R{,...,Ré> gleichen Typs,wobei Di,...,Dk aus den D1,...,Dk
durch bijektive Abbildungen Fi (i <k) hervorgehen und die Ri,...,Ré

aus den R1,...,Rm mittels dieser Abbildungen "konstruiert" werden.Wir

sagen auch,daB Rj aus Rj durch einén von den Fi induzierten "Transport"
hervorgeht.Aus spdter zu diskutierenden Grinden werden die Basismengen

D .,Dk in zwei Gruppen eingeteilt: in Haupt- und Hilfsbasismengen.

'EEE
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Die Hilfsbasismengen bezeichnen wir mit A1,...,Al.Sie bleiben bei kano-
nischen Transformationen unverdndert.In der folgenden Definition wird
zundchst die Konstruktion der “"transformierten" Relationen R aus den
Rj angegeben.Da die Konstruktion fir beliebiges j (j <m) funktioniert,
lassen wir den Index bei Rj weg,d.h.wir konzentrieren uns auf eine der

Relationen Rj,die wir mit R bezeichnen.

D9  Seien k,! eIN,D1,...,Dk,D{,...,Dk,A1,...,Al Mengen und t ein
(k+1)-Typ.Weiter seien fir i=1,...,k Fi:Di »D; bijektiv,
F=<Fy,...,F > und Re 1(01,.. D, A ”"'Al)' Wir definieren re-
kursiv nach dem Aufbau von = deg F-Transport RF von R.

1) ist =i mit 1<i<k,so sei R :=Fi( ) (der Funktionswert von

F; an der Stelle R)

2) ist t=j mit k<j <k+l,so sei Rf:=R

3) ist t=Pot(x"),s0 ist T(D1,...,Al)=POt( (D1,...,Al)) und
R {(D1,...,A1),also fir alle seR: se (D1,...,Al).Nach
Induktionsvoraussetzung ist sF fir alle s eR schon definiert.
Wir setzen RM:= 57 /s e R) '

4) ist 1:=(11X1:2) so ist «(D 1,...,/\1):1 (D e, A )XTZ(D ""Al)
und R= <R1,R2> mit R (D1,.. A ). Nach Induktlonsvoraussetzung
ist RF fir i=1,2 schon deflnlert W1r setzen R }-<RF R?>

Intuitiv passiert bei einem F-Transport folgendes.Man hat eine Struktur
1,...,Dk;A1,...,AI;R1,...,Rm> und bijektive Abbildungen Fi:Di-~D;,
die die Hauptbasismengen D1,..,Dk auf irgendwelche anderen Mengen

x=<D

D{’---»Dﬁ bijektiv abbilden.Man m6chte nun eine der Relationen R in
eine "entsprechende" Relation R” lber den neuen Basismengen

Di,...,DE,A1,...,A1 "transformieren".Dazu betrachtet man den (k+1)-Typ
t,nach dem R "liber" den D1,...,Dk,A1,...,Al aufgebaut ist.Genauer ist
R e T(D1,. "Al) mit der Leitermenge t(D1,...,A1).Man konstruiert nun

eine Leitermenge nach derselben "Regel" t ,nur ausgehend von anderen
Mengen,ndmlich von D{,...,DQ,AP...,A1 und erhdlt die Leitermenge
r(D],...,D&,A1,...,Al).Nun analysiert man den Aufbau der Elemente von
R,der auch durch + festgelegt ist.Dann bildet man Schritt fir Schritt
alle in Elementen von R auftretenden Komponenten mittels der Funktionen
Fi in entsprechend "iiber" Di""’Dé’A1""’AI aufgebaute Komponenten ab
und erhédlt so schlieBlich einen Transport von R in eine entsprechende
Relation R’ dber D{,...,Dg,A1,...EAl,die man als "Bild von R unter F"
bezeichnen konnte.R” ist gerade R in D9, wobei F=<F1,...,Fk> natir-
lich die Funktion F: D1x...ka—~Dix...ka bezeichnet,fir die
F(<a1,...,ak>)=<F1(a1),...,Fk(ak)> ist.

Betrachten wir einige einfache Beispiele.a) Sei <=1 und
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Re 1(01,...,A ).Dann ist RF=F1(R)e Di:r(Di,...,Al). b) Sei r=(r1x12)
und Re t(D,, ..,A )=D xD2 Also hat R die Form R=<R1,R2> mit Rie Di
Dann ist R -<Rf,R£> =<F,(Ry),Fy(Ry)> e DixDs=x(D7,...,A ) .Solche Falle
werden allerdings aufgrund von D4-3 im folgenden nicht auftreten. c)
Sei v =Pot((1x2)) und Re 1(01,.. A )= Pot(D xD ),d.h. Rc[HxDZ.Dann ist
RF~{s /s e R}= {<s1,s >/S1e D1A Sp € DZA <S1,52>e R} = {<F (s 1),F2(52)>/
Sy € D ASye D21\<S1,52> e R} = {<F (s 1)’F2( )>/<s1,52> eR} Das folgende

1
F

Theorem bringt weitere Klarheit.

T2 Unter den Voraussetzungen von D9 gilt:
a) RF e (D], ...,D A, 0 A))

b) die Abbildung F:<(D,,..

in RF abbildet,ist bijektiv

Beweis: a) Induktion nach <. b) Offenbar ist RF eindeutig durch R und

F gegeben,d.h. F ist eine Funktion.F ist injektiv,wie man durch Induk-
tion nach 1 zeigt.Ebenso durch Induktion nach t beweist man,daB F

Al) - (D7,

1 Dk,A1,...,A1),die R

surjektiv ist #
Wir kdnnen uns die Situation an folgendem Diagramm veranschaulichen.

X= <D1 Dk; A1, ”Al’ $1""’$m>
1 t
F= < F1, , Fk> lld 1d ' :
ra w V,
X = <D1 Dk’ A1, ,Al; R1""’Rm>

Man hat eine Struktur x und bijektive Abbildungen Fi der Basismengen
D1""’Al von x auf andere Mengen D’,...,D;,A1,...,Al,wobei bei den
A. die Bijektionen durch die identischen Abbildungen Id gegeben sind.
Es werden dann solche R1,...,Rﬁ gesucht,die x~ zu einer Struktur vom
gleichen Typ wie x machen.
Die Hilfsbasismengen A1,...,Al in D9 sind auch "Basismengen" von
Objekten,aber diese Objekte dienen nur als Hilfsmittel,um Aussagen iber
die anderen,"echten" Objekte aus D1,...,Dk zu formulieren.In der Regel
sind die Elemente der A. Zahlen,d.h.mathematische Objekte.In der
klassischen Partikelmechanik z.B. treten |R (die Menge der reellen
Zahlen), und R3 als Hilfsbasismengen auf.Formal kdénnte man [R3
weglassen,da sich diese Menge als Leitermenge iber [R konstruieren
148t .Bei dem einzufihrenden Begriff der Strukturart (vergl.D11) ist es
wichtig,die Elemente der Basismengen D1,...,Dk als zundchst vollig
unspezifiziert anzusehen.Alle Beziehungen,die zwischen verschiedenen

Objékten in der Theorie hergestellt werden,missen durch die Relationen
Rj explizit gemacht werden.Das heiBt,die Theorie charakterisiert ihre
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Objekte nur insoweit und genau insoweit,als sie durch die Relationen
R1,...,Rm miteinander in Verbindung stehen.

Bei Benutzung mathematischer Hilfsobjekte miiBte man zur konsequenten
Durchfihrung dieser Idee stets alle mathematischen Relationen,die zur
axiomatischen Charakterisierung bestimmter mathematischer Zahlenmengen
notig sind,explizit in die Strukturen aufnehmen.Eine Struktur,die z.B.
reelle Zahlen als Objekte enthdalt,miiBte unter ihren Relationen z.B.
+,",<,0 und 1 enthalten,weil es nur mit Hilfe dieser (oder eines
Satzes dquivalenter) Relationen moglich ist, R zu charakterisieren.Die
Benutzung von Hilfsbasismengen umgeht dieses Problem.Die Objekte aus
den Hilfsbasismengen dirfen schon als anderweitig (durch andere Theo-
rien) charakterisiert angesehen werden und brauchen folglich in der
fraglichen Struktur nicht weiter betrachtet zu werden.

Die Idee,daB die Objekte aus D,,...,D, nur iber die Relationen
R1,...,Rm charakterisiert sind,wird durch Invarianz unter kanonischen
Transformationen erfaBt.Da die Elemente aus A1,...,A1 in diese Forder-
ung (der Charakterisierung allein durch die Ri) nicht eingeschlossen
sind,kann man bei den kanonischen Transformationen auf eine Transforma-
tion der A1,...,A1 verzichten.Die A1""’AI bleiben beim F-Transport
unverdndert (D9-2),d.h.die entsprechenden bijektiven Abbildungen sind
einfach Identitédten.Diese Forderung nach Invarianz unter kanonischen
Transformationen 1dBt sich nun nach der komplizierten Definition D9

leicht hinschreiben.

D10 Sei S eine typisierte Klasse von Strukturen der Form

x=<Dy, oo, DAy, o AR L RS> (it 12 0) und XGS.

X heiBt invariant unter kanonischen Transformationen gdw

fiur alle x=<D1,..,DK;A1,..,AI;R1,..,Rm>, F=<F1,...,Fk> und Mengen

D{,...,Dk gilt: wenn fir i<k Fi:Di »D; bijektiv ist,dann gilt
. .. oF F

{x e X gdw <Dl . DAL AR L RS X)

Man kann sich X als durch Axiome gegeben denken: X={x/A(x)} ,wobei
Formel A die Axiome einer Theorie darstellt.Invarianz unter kanonischen
Transformationen bedeutet dann,daB die Axiome A unter kanonischen Trans-
formationen invariant bleiben.Das heiBt,wenn eine Struktur
x=<D1,...,Dk;A1,...,A1;R1,...,Rm> ein "Modell" der Axiome ist,so auch
jede durch kanonische Transformationen F=<F1,...,Fk> aus x hervorge-
hende Struktur x =<F (D), ...,F (D, ):A,,...,AsR" ..., RE>. In der
Prdadikatenlogik erster Stufe ist dies gerade die Aussage des dort be-
weisbaren Isomorphiesatzes.In der Mengenlehre kann man die Verallge-
meinerung dieses Satzes nicht beweisen,man muB ihre Giltigkeit fordern.
Und zwar,weil man in der Mengenlehre "Axiome" formulieren kann,die
einen unmittelbaren -nicht durch Relationen Ri explizierten- Lu-
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sammenhang zwischen den Basismengen bzw.zwischen deren Objekten her-
stellen.Zum Beispiel stellt die Formel “D1 c 02" einen solchen Zusam-
menhang zwischen den Elementen von D1 und denen vorl 02 her.

Wir kdnnen nun den Begriff der Strukturart einflhren.Wir identifi-
zieren Strukturarten mit Klassen von Strukturen und nicht,wie Bourbaki,
mit syntaktischen Gebilden.Einmal wird der Begriff dadurch anschaulich-
er und zum anderen ist ein direkter Ubergang zu empirischen Theorien
méglich,deren {potentielle) Modelle wir als Strukturen einer Struktur-
art einfihren werden.Der Begriff der Strukturart wurde zuerst in
[Ludwig,1978] fiur einen allgemeinen Theoriebegriff verwandt (vergleiche
auch [Scheibe,19781).

D11 X ist eine Strukturart gdw es eine typisierte Klasse S gibt,sodaB
1) ¢6#X € S und 2) X ist invariant unter kanonischen Transforma-
tionen

Dieser Begriff stellt ein Analogon zu dem der "species of structures"
aus [Bourbaki,19681,5.262 ff. dar.Man kann die Eigenschaft der Invarianz
unter kanonischen Transformationen auch als einen Aspekt der Gesetzes-
artigkeit deuten.Die Struktur,die die Modelle einer Theorie besitzen,
ist unabhdngig von der speziellen Beschaffenheit der Objekte in den
Basismengen (aufgrund der Invarianz) und in diesem Sinn in "gesetzes-
artiger" Weise erfaRt.

T3 Jede typisierte Klasse S ist invariant unter kanonischen Trans-
formationen -

Beweis: Sei x=<D1,...,Dk;A1,...,AI;R1,...,Rm> e S, F=<F1,...,Fk> und
Fi:Di *D{ bijektiv fir i=1,...,k.Dann sind x und x’:=<D{,...,D£;
Ays..ARE, L RES vom gleichen Typ (T2).Nach D6-3 ist auch xeS.
Zur Umkehrung wdhlt man zu x~ die Struktur x*=<F;1(Di),...,F;1(D£);
A1,...,A1;(R5)G,...,(R;)G >mit G:=<F;1,...,F;1>. Man zeigt durch
Induktion: RJ=(RJ)G ,woraus x*=x folgt#

Zwei abstrakte Beispiele mdgen der Verdeutlichung dienen.a) S:=

{<D; RiRy,Ry,>/DeV A RyePot(D)aR, ePot( R)} (mit V als Klasse aller
Mengen) ist eine typisierte Klasse,aber X:={<D; R;R1,R2> eS/R1 c R2}
ist nicht invariant unter kanonischen Transformationen und folglich
keine Strukturart.Denn sei D#¢ und x:=<D;|R;R1,R2>e X,d.h. R,SR,

und F:D~D" bijektiv mit D°N [R=¢.Dann ist R;::F(R1),R£=R2 und x“:=

D" R;RF,R£>eS,aber x" £ X,denn F(R,) g D'und D" NR=¢,also F(R,) & R.
b) S*:={<D; R;R>/DeVARePot(Dx R)} ist eine typisierte Klasse und
X*:={<D; R;R>e S*/R:D ~ R} ist eine Strukturart.Denn sei x=<D; [R;R>e X*
und F:D =D bijektiv.Dann ist R'=(<Rf,RE>/<R,,R,> e RI={<F(R),Ry>/
<RysRy> € R}.Seien <F(Ry),R,> und <F(R1),Ré>s R Es folgt <R,,R

2>€R
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und <Ry,R>eR und hieraus Ry=R;. Also R':D"~ R und <D"; R,RF>cX*.

2) Kerne fir empirische Theorien

Wir verwenden nun Strukturarten zur Festlegung der Modelle und der po-
tentiellen Modelle einer Theorie.Als potentielle Modelle wdhlen wir
Strukturen,in denen jeder "relationale" Term Fi nur fir sich allein
charakterisiert ist.Das heiBt,potentielle Modelle enthalten keine Be-
dingungen dariiber,wie die verschiedenen Relationen untereinander in
Beziehung stehen.Bedingungen dieser letzten Art,die sogenannten
"cluster laws",dlrfen nur den echten Modellen auferlegt werden.

D12 Sei S eine typisierte Klasse von Strukturen der Form
x=<D1,...,Dk;A1,...,AI;R1,.

st rj(D1,...,Al) und sei ie{1,...,m}.

X heiBt eine Charakterisierung des i-ten Terms von S gdw
1) X €S ist eine Strukturart

-->Ry>,s0daB fir alle j <m:

2) fiur alle Mengen D1""Dk’A1""Al’R1""Rm’Ri""Ri-1’Ri+1""
R& gilt:
wenn fir alle je{t,...,i-1,i+41,...,m} gilt Rj srj(D1,...,Al)
und <D1,...,A1;R1,...,Rm> e X,dann ist auch
Dy DA AR R LR LR g Ry > X

D12-2 besagt,daB “durch™ X nur die i-te Relation eingeschrdnkt,d.h.
charakterisiert wird.Denn nur fir die Indizes j mit j#i kommen alle der
Form nach méglichen j-ten Relationen (Rie 1.(D1,...,AI)) in irgendeiner
Struktur von X vor,d.h.werden durch X nicht ausgeschlossen.Durch "Kon-
junktion" von Charakterisierungen -also mengentheoretisch durch
Durchschnittsbildung- erhalten wir nun potentielle Modelle.

D13 MD ist eine Klasse potentieller Modelle fiir eine Theorie gdw es
S gibt,sodaB gilt:-
1) S ist eine typisierte Klasse von Strukturen der Form
<Dy DAy oL AR RS> mit 0<k,01,0<m
2) fur i=1,...,m gibt es X},sodaB
2.1) X. ist eine Charakterisierung des i-ten Terms von S

i
2.2) Mp= NAX, /1 <m}

T4 Jede Klasse potentieller Modelle flr eine Theorie ist eine
Strukturart
Beweis: Nach D12-1 ist jedes X1 eine Strukturart und alle Elemente der
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verschiedenen Xi sind vom gleichen Typ.Die Behauptung folgt dann aus
dem allgemeinen Lemma,daB der Durchschnitt zweier Strukturarten
"gleichen Typs" wieder eine Strukturart ist.Das Lemma beweist man
direkt unter Verwendung von D10#

m
Theorie gdw Mp D13 erfiillt und die Strukturen x aus S in 012 die

Form x=<D1,..,Dk;A1,..,A1;R
Rjetj(D1,..
potentieller <k,l,m>-Modelle",wenn die Tyseent

D14 Mp ist eine Klasse potentieller <k,l,r1,...,r >-Modelle fir eine

1,..,Rm> haben,wobei fir j=1,...,m:
.,Al).Nir schreiben auch einfach "Mp ist eine Klasse
m nicht explizit

gebraucht werden
Der hier benutzte Begriff des potentiellen Modells ist eingeschrdnkter
als die bisher in der Literatur angegebenen Begriffe.Wir unterscheiden
zwischen "Charakterisierungen”,die nur einen einzelnen,isolierten Term
betreffen und "Verknipfungsgesetzen" ("cluster laws"),in denen mehrere
Terme miteinander in Verbindung gebracht werden.Die potentiellen Modelle
sollen nur durch Charakterisierungen bestimmt sein,wdhrend die Ver-
knipfungsgesetze den "echten" Modellen vorbehalten bleiben.In den po-
tentiellen Modellen sollen die einzelnen Terme nur insoweit charakteri-
siert werden,daB die Formulierung der echten Axiome,die in den Modellen
gelten,moglich wird.Diese Unterscheidung ist allerdings nicht sehr
scharf,da man Charakterisierungen durchaus in die Verknipfungsgesetze
einbauen kann.In gewisser Weise kann man die potentiellen Modelle als
- die fir die Theorie "méglichen Welten" ansehen (vergleiche V-19).Denn
wenn die an die potentiellen Modelle gestellten Bedingungen hinsicht-
lich der Begrifflichkeit nicht erfiillt sind,macht es meist keinen Sinn,
die Theorie anzuwenden oder dies auch nur zu versuchen.

Durch Hinzunahme von Verkniipfungsgesetzen zu den Bedingungen fir
potentielle Modelle erhdlt man die ("echten") Modelle einer Theorie.

D15 M ist eine Klasse von Modellen fiir Mp gdw

1) Mp ist eine Klasse potentieller Modelle fiir eine Theorie
2) M& M_ist eine Strukturart
3} M ist keine Klasse von potentiellen Modellen fir eine Theorie

D15-3 fordert,daB M mindestens ein Verknipfungsgesetz enthélt,in wel-
chem Uber mehrere Terme gleichzeitig etwas ausgesagt wird.Dadurch
werden unter anderem Theorien ausgeschlossen,die nur einen einzigen
relationalen Term enthalten.Solche Theorien trifft man in der Mathe-
matik,aber bis jetzt ist noch kein Beispiel einer empirischen Theorie
mit nur einem relationalen Term aufgetreten.

Als Beispiel betrachten wir die Klassen der potentiellen Modelle und
der Modelle der klassischen Partikelmechanik (KPM).

-
o
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D16 Es sei n e N.
a) x ist ein potentielles Modell von KPM (XEMS(KPM)) gdw
x=<P;T, RS Ris,m,fy,...f > und 1) P_ist eine endliche,nicht-
leere Menge; 2) T=R; 3) s:PxT—o|R3 ist ¢® 5 4) m:p- RY;
5) fir fgn: f:PxT~ R’
b) Fir x=<P;T, |R3, Ris.m.fy, .., >eMD (KPM) heiBt
Fx:PxT-~|R3 ,definiert durch Fx(p,t)= z fi(p,t) die Gesamt-
kraft (in x) Len

Flir i

n heiBt fi die i-te Kraftkomponente (in x)

n heift Ti:={fT/x eMg(KPM)} die i-te Kraftkomponente von

A A

c) Fir i
KPM

d) x ist ein Modell von KPM (x eM"(KPM)) gdw
1) x=<P;T,|R ,|R;s,m,f1,...,fn> eMp(KPM) und
2) VpePVteT( m(p)-S(p,t)=F (p,1))

P ist die Menge der Partikel,T soll ein Zeitintervall und [R3 den Raum

darstellen.Die letzten beiden Mengen werden als Hilfsbasismengen einge-
fithrt,sind also bei kanonischen Transformationen nicht zu beriicksichti-
gen.Die "Struktur" von Raum und Zeit wird in- der Mechanik als bekannt

3 und von T nehmen wir

aus Einfachheitsgrinden an,daB T= [R.Die Tatsache,daR R3 hier neben

vorausgesetzt.Der Raum hat die Struktur des |R

einer mathematischen Rolle auch eine inhaltliche Deutung erfdhrt (aller-
dings "auBerhalb" des Formalismus) hat uns bewogen,diese Menge in den B
Strukturen explizit hinzuschreiben,obwohl man formal hierauf verzichten
konnte.s ist die Ortsfunktion,die jedem Teilchen p zu jedem Zeitpunkt

t dessen Ort in Form eines Vektors s(p,t) in R3 zuordnet.m ist die
Massenfunktion.

Die Behandlung von Raum und Zeit durch Hilfsbasismengen und insbe-
sondere die dadurch erzwungene Identitdt von T in allen potentiellen
Modelien ist natiirlich nicht zwingend erforderlich.Sie erfolgt nur aus
Einfachheitsgrinden.Will man hier variabler werden,so muB man zwei
Hauptbasismengen R und Z von Raum- und Zeitpunkten einfihren und die
mathematisch bendtigte Spruktur‘auf diesen mittels geeigneter Relation-
en explizit in der Definition fordern.Die potentiellen Modelle werden
dadurch wesentlich komplizierter (vergleiche [Balzer,1983 1 fir eine
Ausarbeitung dieser Mdglichkeiﬁ).Die starke mathematische Struktur
flir Raum und Zeit ist erforderlich,um die Axiome iberhaupt formu-
lieren zu konnen.In D16-a-3 wird gefordert,daB s C* 1ist,d.h."nach t"
unendlich oft differenzierbar und in D16-d-2 wird die zweite Ableitung
von s “nach t" (die Beschleunigung § ) gebraucht.Solche Begriffe lassen
sich nur in mathematischen Strukturen definieren,die (fast) so stark
sind wie die von uns benutzten.



20

Wir unterscheiden in potentiellen Modellen und Modellen von KPM
zwischen den verschiedenen Kraftkomponenten fi und der Gesamtkraft
Fx.Der Index "x" soll hier und im folgenden andeuten,daB die Relation
oder Funktion,an der er angebracht ist,aus der Struktur x stammt.Ge-
wohnlich verbleibt der Kraftbegriff in physikalischen Texten in einem
Status der Vagheit.Physiker legen sich nicht fest -und wollen dies
wohl auch nicht- ,0b die Gesamtkraft als Grundbegriff in der Mechanik
auftreten soll oder die Kraftkomponenten.Eine solche Festlegung wird
erst bei axiomatischer Behandlung ndtig.Die Entscheidung zugunsten
einer der beiden Mdglichkeiten ist woh! nicht durch physikalische Er-
fahrung herbeizufihren,sondern fihrt entweder auf 'physikalische "Meta-
gesetze" wie dem,daB es nur ganz bestimmte Kraftarten (etwa die heute
bekannten vier Wechselwirkungen) gibt,oder auf philosophische Probleme
wie das,ob Operationalismus oder Realismus angemessene physikalische
Weltbilder liefern.Die Meinung,daB es eine ganz bestimmte Zahl von
Kraftkomponenten gebe,deren Form man explizit angibt,scheint uns sehr
programmatisch und spiegelt nicht das tatsdchliche Verhalten der Physi-
ker im Umgang mit der Newtonschen Mechanik wider.Wir halten eine ent-
sprechende axiomatische Behandlung fir inaddquat,bemerken aber,dafl sie
durch D16 abgedeckt ist.Vertreter der Auffassung,daB die Gesamtkraft
als Grundbegriff zu wdhlen sei,sind meist mehr operationalistisch
orientiert,z.B.[Simon,1947] oder [Ludwig,19781,S.73ff. Sie argumen-
tieren,daB Krdfte immer lber kinematische Beobachtungen "bestimmt",
“definiert" oder "gemessen" werden.Dabei hat man es aber immer mit
Gesamtkrdften zu tun.Vertreter der Auffassung,daB die Kraftkomponenten
als Grundbegriffe zu wdhlen seien ([McKinsey at al.,19531,[Sneed,1971],
Chap.VI,[Balzer & Moulines,19811),halten dem eine Version des Realismus
entgegen.Die verschiedenen Kraftkomponenten sind danach real und kon-
stitutiv fir unser mechanisches Weltbild und in ihrer Zahl und Art
offen,wdhrend die Gesamtkraft durch die Kraftkomponenten explizit de-
finiert ist.

Die zweite,realistische Auffassung fihrt zu einer Formulierung der
KPM,in der alle Kraftkomponenten als Grundbegriffe auftreten.Die An-
zah! der Grundbegriffe hidngt dann davon ab,wieviele verschiedene
Kraftkomponenten man als relevant ansieht.Will man sich nicht auf end-
lich viele Kraftkomponenten beschrdnken,so enthalten die Modelle unend-
lich viele derartige Kraftfunktionen und lassen sich folglich nicht
mehr als n-Tupel hinschreiben.Dér Modellbegriff 1d4Bt sich jedoch leicht
so verallgemeinern,dal Modelle unendlich viele Funktionen oder Prid-
dikate enthalten kénnen (siehe etwa [Shoenfield,19671,Chap.2).

Wir entscheiden uns hier fiir die realistische Variante.Ein poten-
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tielles Modell enth&lt dann endlich viele Kraftfunktionen fi,die
Kraftkomponenten.Jedes fi kann man sich als Realisierung einer be-
stimmten Kraftart vorstellen,etwa f1 als Gravitationskraft,f2 als
Hookesche Kraft,f3 als Coulombsche Kraft usw. Der Formalismus enthdlt
zundchst keinen Hinweis darauf,daB Kraftfunktionen mit gleichem Index
in verschiedenen potentiellen Modellen die gleiche Kraftart erfassen
sollen.Dies kann man aber durch Querverbindungen zusdtzlich fordern.
Wir haben durch Anfiligung des Index "n" bei Mn (KPM) angedeutet,daB n
in allen potentiellen Modellen von Mp(KPM) 1dentlsch sein muB3.Andern-
falls ldge keine Strukturart vor.Vermutlich kann man mit einem fest
vorgegebenen n alle praktisch relevanten Anwendungen abdecken.Dazu ist
zu idberlegen,daB es nur sehr wenige "reine" Kraftkomponenten gibt,die
genuinen,realen Kraftarten entsprechen.Eine groBere Vielfalt entsteht
erts,wenn man die "reinen" Kraftkomponenten "“superponiert" (vergl.
[Balzer & Moulines,19811).Solche Superpositionen lassen sich aber im
vorliegenden Formalismus bei Bildung der Gesamtkraft beriicksichtigen,
ohne daB man neue Kraftkomponenten einzufihren brauchte.

Das Newtonsche Axiom (D16-d-2) "Kraft gleich Masse mal Beschleuni-
gung" ist ein typisches Verknilpfungsgesetz,in dem alle drei Relationen
der Theorie wesentlich vorkommen.Mit S bezeichnen wir nach Physiker-
art die zweite Ableitung der Funktion s nach "der Zeit",d.h.nach dem
zweiten Argument.Diese Notation 14Bt logisch gesehen an Eindeutigkeit
zu wiinschen ibrig,aber défUr ist sie einfach in der Anwendung.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Tauschwirtschaft (0K0).
wn’ R* und Rg bezeichnen dabei die Mengen {1,...,n} € N ,sowie die
der positiven und der nicht-negativen,reellen Zahlen.Wie schon im
letzten Beispiel sagen.wir,eine Funktion sei C° ,wenn sie nach allen
Argumenten,fir die dies sinnvoll ist,unendlich oft partiell differ-
enzierbar ist.

17 a) x ist ein potentielles Modell von 6KO (xe MD(OKO)) gdw
x=<d; N, R;z,q%,U0,q%,p> und 1) J ist eine endliche,mindestens

zweielementige Menge und n e N,n>2; 2) Z C {g/q: Jx|N IRS},
a®:ox N~ RY L %iox N~ RY L, opr N - RY und u: Jx,Rn R ist ¢° ;

3) FiqaigedIiyaipen(idiyaq?(ifig) >0aa%(iy,0,) > 0)
b) Fur x=<J; N, R;Z,q%,U,q%,p> e M, (0KO) sei

TH,:={q/q:dx N~ R; AVied( = plilali,j)= = p(i)a(i,3))}
Jgn Jgn

wa heiBt Tauschwertbedingung von x




22

c) x ist ein Modell von 6KO (xe M{0KO)) gdw

1) x=<d; N, |R;Z,qa,U,qe,p>eMp(0K0)

2) W, €7 und qeewa

3) Ya( a eT™, =Vied( U(i,q(i,1),..,q(i,n)) < U(i,a%(i,1),...,
a(i,n))))

J ist die Menge der im oOkonomischen System vorhandenen Personen,n die
Zahl der vorhandenen Giterarten,die wir uns stets in einer bestimmten
Reihenfolge (genau wie die Zahlen in |Nn)_aufgelistet denken.Z gibt die
im System "physisch moglichen" Verteilungen an.Eine Verteilung,bei der

z.B. 1 q(i,j) goBer ist,als die physisch vorhandene Gesamtmenge an
le
Gut j,wird z.B. nicht zu Z gehbren.qa und qe sind zwei "Giterverteilun-

gen": sie enthalten Informatianen dariber,welche Mengen qa(i,j) von
Gut Nummer j in Person i“s Besitz sind,d.h.wie die vorhandenen Giiter
mengenmdfRig auf die Personen verteilt sind.qa stellt eine Verteilung
vor dem Tausch (Anfangsverteilung) und qe eine Verteilung nach dem
Tausch (Endverteilung) dar‘.qe geht also aus qa dadurch hervor,daB die
Personen Giter austauschen.p ist die Preisfunktion.Der Preis einer
(Einheit einer) Giiterart soll fir alle Personen gleich sein,d.h.er
hdngt nicht von den Personen ab.U ist eine zusammengefafBte Nutzen-
funktion.Hdlt man das erste Argument von U -etwa beim Wert ie J-
fest,so erhdlt man eine Funktion Ui:|Rn -~ [R,die jedem Tupel

<agsec.sa> eine Zahl zuordnet.<a1,...,an> ist zu interpretieren als

eine mogliche Angabe dariiber,wieviel von jedem Gut Person i besitzt.

Ui(a1,...,a ) ist dann der Nutzen,den i aus dieser méglichen Ausstattung

n

n> ziehen wiirde oder zieht.Setzt man speziell fiir <agse.,ap>

i’s tatsdchlichen Besitz ~etwa vor dem Tausch- ein,also <@g, e, 0>
<qa(i,1),...,qa(i,n)>, so erhdlt man den Nutzen,den i aus seinem tat-
sdchlichen Besitz zieht.D17-a-3 fordert,daB mindestens zwei Personen

keine Habenichtse sind,weil sonst nicht getauscht werden kénnte.Aus

<a1,...,a

dem gleichen Grund. soll auch n>2 sein.

Die Behandlung der Gliterarten durch eine Hilfsbasismenge hat einen
Vor- und einen Nachteil.Der Vorteil besteht darin,daB die Giiterarten
in einer linearen Ordnung -eben als natiirliche Zahlen- stehen.Man
kann daher Ausdricke der Gestalt q(i,j) sofort an die richtige Argu-
- mentstelle von U einsetzen,ndmlich an die (j+1)-te.Der Nachteil ist,
daB n in allen potentiellen Modellen gleich ist,d.h.es liegt eine
Theorie idber den Tausch von n Giterarten vor.Will man hier flexibler

werden,so muB man statt N_ eine "echte" Basismenge G (fir Giterarten)

n
neu einfiihren und die lineare Ordnung durch eine zusdtzliche Relation

auf G ausdriicken.Die Zuordnung von Ausdricken der Form q(i,j) zu den
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passenden Argumentstellen von U wird dann allerdings ziemlich kompli-
ziert.Die hier angegebene Fassung der Tauschwirtschaft stitzt sich
(mit kleinen Anderungen) auf die Rekonstruktion in [Balzer,1982a].
Die in D17-b definierte Tauschwertbedingung besagt inhaltlich,daB fir
alle Personen i der "Wert" I p(j)qa(i,j) von i”“s anfdnglichem Besitz
im Laufe der Tauschaktionend £" stets gleich bleiben muB. i darf also
beim Tausch nichts "verdienen" und keine Schulden machen.Diese inhalt-
liche Bedingung ist genau fir alle Giterverteilungen aus wa (D17-b)
erfillt.Burch Beschrdnkung der "méglichen" Giterverteilungen,die in
Modellen betrachtet werden,auf die Menge wa ist dann die Tauschwert-
bedingung stets erfillt.

Die Modelle in D17-c missen zwei Verknipfungsaxiome erfillen.Erstens
missen alle die Tauschwertbedingung erfiillenden Verteilungen auch még-

lich sein und es muB die Endverteilung qe nach dem Tausch die
Tauschwertbedingung erfiillen (D17-c-2).Zweitens muB -relativ zur
Tauschwertbedingung- der Nutzen aller Personen bei der Endverteilung

qe maximal sein.Das heiBt,die Personen haben beim Tausch ihren Nutzen

soweit maximiert,wie es bei Einhaltung der Tauschwertbedingung méglich
war.Aus wasz folgt sofort,daB auch qae L.

Formal 13dBt sich bei gegebener Modellklasse M immer eine minimale
Klasse potentieller Modelle Mp fir eine Theorie im Sinne von D13 kon-
struieren,sodaB M eine Klasse von Modellen fir M_ ist.Dazu wahlt man
in D13 S:={<D1,...,AI;R1,..,Rm>/D1,...,Ale Va Wi gm( Ry eti(D1,..,Al)}
und als X; die "i-te Projektion" von M in S: Xi=ly eS/dxe M(prk+l+i(x)
=Pry,14i(Y))}. Mit M ist dann auch X; eine Strukturart und zwar eine
Charakterisierung des i-ten Terms von S.O0ffenbar ist ME M _:=

(\{Xi/i <m} und man zeigt leicht,daB Mp minimal ist.Aus Griinden der
Flexibilitdt bei der Anwendung des Theoriebegriffs verzichten wir je-
doch auf die Forderung,Mp misse stets durch M in dieser minimalen weise‘
definiert sein. '

Mit den potentiellen Modellen und den Modellen haben wir schon zwei
wichtige Bestandteile des Kerns einer empirischen Theorie.Den dritten
Bestandteil bilden die Querverbindungen (Constraints).

D18 Sei Mp eine Klasse potentieller Modelle flir eine Theorie.
a) Q ist eine Querverbindung fiir Mp gdw 1)()gPot(Mp) und 2)
¢ ¢0Q und Q#¢ :
b) Eine Querverbindung Q fir Mp heiBt transitiv gdw gilt:
VIVY XeQaY S X-YeQ) :

Die Elemente X von Q kann man sich am besten als “"zuldssige Kombinati-
onen" von potentiellen Modellen vorstellen.Diese entstehen z.B.,wenn
sich verschiedene potentielle Modelle in den Bagsmengen iberlappen und
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die Relationen in den Uberlappungsbereichen z.B.ibereinstimmen."Transi-
tivitdt" bedeutet in diesem Bild,daB jede "Teilkombination" einer zu-
lissigen Kombination auch wieder zuldssig ist.

Ein typisches Beispiel in KPM ist die Identitdts-Querverbindung fir
m.Sie verlangt,daB ein Teilchen p,das in zwei potentiellen Modellen
x und y vorkommt,dort auch die gleiche Masse hat.Unter Verwendung
einer Konvention iber "elliptische" Indizierung kdnnen wir diese
Forderung als Bedingung an eine zuldssige Kombination X e Q(KPM) wie
folgt schreiben: ’

Vx.y Vol x.y e XApeP,nP ~m (p)=n (p))

Y
Das heiBt,flir je zwei potentielle Modelle x,y aus X und fir jedes in
beiden vorkommende Teilchen p (pe Px/\P ) ist dessen Masse mx(p) im
System x die gleiche wie im System y (m (p)).Px und my bezeichnen
dabei die in der Struktur x auftretenden Mengen bzw.Funktionen.

Analog 1d8t sich eine Querverbindung in 0KO (die Identitds-Querver-
bindung fir U) formulieren.Die Nutzenwerte einer Person i sollen fir
gleiche Giitermengen in verschiedenen potentiellen Modellen,in denen die
Person vorkommt,identisch sein.Solche "Kombinationen" potentieller Mo-
delle kdnnen z.B. auftreten,wenn die Person in verschiedenen Zeitrdu-
men betrachtet wird oder von einem Okonomischen System in ein anderes
"reist".Diese Querverbindung ist von entscheidender Bedeutung flir den
empirischen Gehalt von 0KO.Wdre sie streng erfillt,so kénnte man mit
0KO vermutlich recht prdzise Voraussagen machen.Bekanntlich dndert sich
aber der Nutzen einer Person,sodaB die Querverbindung nur anndhernd er-
fillt ist.Der Grad,in dem die Identitdts-Querverbindung fiur T erfillt
ist,dirfte ziemlich eng mit der Méglichkeit brauchbarer Prognosen und
damit der Anwendbarkeit von OKO iberhaupt korreliert sein.Formal lau-
tet die Querverbindung wie folgt:

XeQ gdw B#X g M (0KO) und VxVy ViVa,...ap e R(
X,yeXAisqany - Ux(i,a1,..,an)=Uy(i,u1,...,mn))
Ein,Kern fir eine empirische Theorie besteht nun aus drei Komponenten:

den potentiellen Modellen,den Modellen und einer Querverbindung.

D19 K ist ein Kern fir eine empirische Theorie gdw K=<Mp,M,Q> und
1) Mp ist eine Klasse potentieller Modelle fiir eine Theorie
2) M ist eine Klasse von Modellen fir Mp

3) Q ist eine Querverbindung fir Mp
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3) Empirische Theorien

Ein Kern K fiir eine empirische Theorie kann offenbar noch nicht mit
einer empirischen Theorie selbst identifiziert werden.Ein Kern besteht
aus Klassen von Strukturen,die durch Axiome charakterisiert sind.Unter
diesen Strukturen finden sich auch stets abstrakte Strukturen.Denn so-
lange man zum Beispiel nur sagt,etwas sei ein Modell genau dann,wenn es
bestimmte Axiome erfillt (d.h. eine bestimmte "Struktur" hat) ,hat man
immer auch abstrakte Entitdten unter den Modellen zugelassen,etwa mathe-
matische Rdume,die die gegebenen Axiome erfiillen.Solange man nur lber
Strukturklassen redet,treibt man Mathematik,aber keine empirische
Wissenschaft.

Eine empirische Theorie soll etwas iliber reale Systeme,"Teile der
Welt",aussagen.Das Problem fir die Wissenschaftstheorie ist,da® man Uber
diese realen Systeme reden will und ihnen damit schon eine bestimmte
sprachlich-begriffliche Struktur auferlegen muB.Man betrachtet die Sys-
teme bereits "durch die Brille" der erlernten und benutzten Sprache und
Begriffe.Unabhdngig davon,wie der Wissenschaftstheoretiker dieses Pro-
blem 18st,d.h.wie weit er die "realen" Systeme als schon begrifflich
strukturiert voraussetzt,um {ber sie reden zu kdénnen,ist jedenfalls
klar,daB man reale Systeme in irgendeiner Form ins Spiel bringen muB,um
eine empirische Theorie zu erhalten.

Folgerichtig nahmen Adams ([Adams,1959]),Przelecki {[Przelecki,19691])
und Sneed ([Sneed,1971]) in den Begriff einer empirischen Theorie eine
Mende "intendierter Anwendungen" auf.Diese Menge,die wir im folgenden
mit 1 bezeichnen,soll irgendwie die realen Systeme,auf die sich der
formale Kern der Theorie bezieht,beriicksichtigen oder darstellen.Die im
letzten Absatz angesprochene Frage lautet dann,als Frage Gber I formu-
liert: Welche begriffliche Struktur soll man deh Elementen von I aufer-
legen?

Es ist klar,daB die Menge I der intendierten Anwendungen nicht
formal als eine Strukturart eingefihrt werden kann.Denn dann hdtte
sie denselben Status wie die Komponenten eines Kerns,sodaB insgesamt,
wie oben gesagt,keine empirische,sondern eine mathematische Theorie
vorldge.Ein von der Wissenschaftsgeschichte her recht passendes Bild
dariber,wie I tatsdchlich bestimmt wird,liefert die sogenannte "para-
digmatische Methode" (vergleiche [Stegmiller,19731,Kap.IX.4).Nach ihr
wird I wie folgt bestimmt.Zuerst werden von dem oder den-Begriinder(n)
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der Theorie bestimmte konkrete Systeme ausgezeichnet;sie bilden die
endliche Menge Ip der "paradigmatischen intendierten Anwendungen". 1
setzt sich dann zusammen aus der Menge Ip und einer Menge I* von

realen Systemen,die denen von Ip "dhnlich" sind: I=IpLjI*.Die hier _
auftretende Ahnlichkeit 1&Bt sich nicht formal prédzisieren,es handelt
sich um eine Art Familiendhnlichkeit im Sinne von Wittgenstein.Oft

wird sogar die einschldgige Theorie dazu benutzt,liber die Zugehdrigkeit
eines Systems zu I1* zu entscheiden,namlich dann,wenn dessen Ahnlichkeit
zu Elementen von Ip nicht stark (aber auéh nicht zu schwach) ist.Man
untersucht dann,ob das System ein Modell der Theorie ist.Wenn ja,nimmt
man es in I* auf,wenn nicht,gehdrt es nicht zu I* und damit auch nicht
zu I.Dies ist das Verfahren der Autodetermination des Anwendungsbereichs
einer Theorie (vergleiche [Stegmiller,1973],Kap.1X.7).

Es erweist sich als zweckmdBig,hier noch eine sprachliche Festle-
gung zum Verhdltnis ;on realen Systemen und "begrifflich strukturierten"
intendierten Anwendungen zu machen.Nehmen wir an,wir kdnnten ohne Spra-
che -d.h. durch bloBes Hinzeigen- eine Menge realer Systeme aus-
zeichnen (eine ziemlich fragwirdige Annahme).Wir bezeichnen diese Menge
mit 1" und ihre Elemente mit x". I soll also die Menge der realen,in-
tendierten Anwendungen bezeichnen.Zwischen I" und den Strukturen eines
Kerns K=<Mp,M,Q> ,also den potentiellen Modellen und Modellen,besteht
zundchst keine Beziehung.Um ein x" e 1" mit den Strukturen von K in Ver-
" in bestimmter Weise be-
grifflich strukturiert und "erfaBt" wird.Zum Beispiel kann man annehmen,
dag x" die begriffliche Struktur eines potentiellen Modells aufweist.
Das heiBt,daB im System x" die im Kern K vorkommenden Terme realisiert
sind und daB diese Realisierungen ein potentiel;es Modell x e MD bilden.
Wir sagen dann,daB das potentielle Modell x das reale System

x" erfaRt."Erfassen” wird im folgenden immer in diesem speziellen,tech-

bindung zu bringen,muB man voraussetzen,daB x

nischen Sinn verstanden.Wir sagen also,daB eine Struktur x ein reales

System x" erfaBt,wenn in dem realen System x"

Mengen von Objekten (Ba-
sismengen) und Relationen realisiert sind,die zusammen die Struktur x
bilden.Hat x etwa die Form x=<D1,...,Dk;R1,...,Rm>, so muf x" derart

r

beschaffen sein,daB man in dem System x k Mengen von Objekten D1,..,

Dk ausmachen kann und daB diese Objekte in m Relationen R1,...,Rm mit-
einander stehen.Die Unterscheidung zwischen "realen" und "begrifflich
erfaBten" Systemen ist fir unsere Arbeit zwar nicht wesentlich,erleich-
tert aber das Verstdndnis der intendierten Anwendungen.Die intendierten
Anwendungen,d.h.die Elemente der Menge I,sind keine realen Systeme x",
sondern bereits begrifflich erfaBte Systeme.Uber die realen Systeme

kann man nichts sagen (wie uns die Philosophie gelehrt hat),weil dazu
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Sprache und somit eine begriffliche Strukturierung erforderlich ist.

Die Kluft zwischen den realen "Systemen an sich" und den begriff-
lich strukturierten Systemen in K zu {liberbricken,stellt ein "tiefes"
Problem der Wissenschaftstheorie und Philosophie dar.Wollen wir nicht
in metaphysische Spekulationen verfallen,so missen wir die Realitédt,
die "Systeme an sich" zum Aufbau und zur Formulierung einer Metatheorie
irgendwie begrifflich reprdsentieren.Da der betrachtete Gegenstand,also
hier die Beziehung zwischen Realitdt und Theorie,keine eindeutige Re-
pfésentation der Realitdt nahelegt,ist man auf verschiedene Ansdtze ge-
kommen ([Ludwig,1978]1,[Przelecki,1969],[Sneed,1971]).Wir werden hier
einen neuen Ansatz zur sprachlich-begrifflichen Reprdsentation der
Realitdt in der Metatheorie machen,von dem wir behaupten,daB er allen
bisherigen Ansdtzen iberlegen ist.Die Uberlegenheit messen wir an fol-
genden Kriterien.

1) Stédrke und AusmaR der bei einer bestimmten Reprédsentation ilber

die Realitdt gemachten Annahmen

2) Einfachheit

3) Allgemeinheit
Nach Punkt 1) ist ein Ansatz umso besser,je weniger Annahmen dabei {ber
die Realitdt gemacht werden,d.h.je schwdcher diese Annahmen sind.Ganz
ohne Annaghmen wird kein Ansatz auskommen.Das wird besonders deutlich
in den Geisteswissenschaften,wo sich ein reales System (Phdnomen,Er-
eignis) unter sehr vielen verschiedenen Gesichtspunkten betrachten 1&dft
und wo man dann,je nach Gesichtspunkt ("Interesse") etwas ganz anderes
"sieht".Diese Relativierung auf ein vorgegebenes Interesse,ein Vorver-
stindnis,einen Sinn im Sinne der Hermeneutik,wird sich wohl kaum eli-
minieren lassen,aber jede Verbesserung im Einklang mit den drei ge-
nannten Kriterien wird ein Stick Relativierung aufheben.Wir werden zu-
erst unseren Ansatz darstellen und anschlieBend auf dessen Bewertung
nach den genannten Kriterien eingehen.

Als zentralen technischen Begriff fihren wir den Begriff einer
Teilstruktur ein.Er entspricht in etwa dem modelltheoretischen Be-
griff ("substructure"),es gibt aber kleine Unterschiede.

D20 Es seien x und x° mengentheoretische Strukturen.
X ist eine Teilstruktur von x° (oder x° eine Ergdnzung von x,in

Zeichen: x = x” ) gdw

1) x und x~ sind vom gleichen Typ (x=<D1,..,Al;R1,..,Rm? ,
X'=<Di,..,Ai;Ri,..,Ré> )

2) fir alle i< k: D;&D] und fir alle j<1: A C_‘-Aj

J
S RI N (Dy,...,A;), wobei EQE(Tj) der (k+l1)}-

3) fur alle j<m: R j 0

Typ von Rj ist

N
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Nach D4 gibt es fir jedes Rj einen (k+l1)-Typ F mit Rj ePot(rj(D1,...,
Al)) und wegen D20-1 ist T fir Rj und Rj derselbe.Nach Ti1-b folgt

aus D20-2,daB TJ(D1,...,A1) < Tj(Di""’Ai)’ sodafB Rj nrj(D1,...,Al)

- sinnvoll ist und einfach die Einschrdnkung von Rj auf rj(D1,...,Al)
darstellt.Intuitiv werden also bei einer Teilstruktur die Basismengen
verkleinert und die Relationen auf diese verkleinerten Basismengen und
eventuell noch weiter eingeschrdankt (D20-3).Die Moglichkeit der noch
weitergehenden Einschrdankung stellt einen Unterschied zum Begriff der
"substructure" dar.Man beachte,daB in einer Teilstruktur die Basis-
mengen und auch die Relationen leer sein dirfen.Dies ermoglicht eine
formale Behandlung des Weglassens ganzer Relationen,ohne daB dabei der
"Typ" der Struktur gedndert wird.Um auszudricken,daB eine Relation Ri
nicht gebraucht wird,1dBt man sie nicht weg,sondern man ersetzt sie
durch die leere Menge.

Die Relation o fihrt im allgemeinen aus einer gegebenen Klasse
Mp heraus.Enthdlt Mp zum Beispiel nur Strukturen der Form x " =<P;T;s>
- mit P,T,s wie in D16,s0 ist T= R.FUr teT und x1=<P3{t}is py iy
{(wobel S/Px{t} die Einschrédnkung von s auf Px{t} bezeichnet) gilt
x o x " ,aber x #Mp,da {t1#[R.

D21 Sei K¥<Mp,M,Q> ein Kern fir eine empirische Theorie.
MK ist die Klasse aller partiellen potentiellen Modelle fir K

dw K Ix’ ‘
gdw pp={x/ X sMp( x & x")}
T5 MK ist eine Strukturart

pp K

Beweis: 1) Mpp ist eine typisierte Klasse.Ist xe MD und y e x,so0 sind

die Zahlen k,1,m fiir x und y gleich.Sei x=<D1,..,Dk;A1,..,A1;R1,..,Rm>

und y=<Di,..,Dp3A%, .. AR, .., Ro>. Dann st Rjg Rjr)Tj(Di"“’Ai)’
also Rfsrj(Di,...,Ai) und daher y eine mengentheoretische Struktur.
K

2) Mpp ist invariant unEer kanonischen Transformationen.Sei x=
<D1,...,A1;R1,..,Rm> EMpp , Fi:Di *D; bijektiv fir 1<k, F=<F1,..,Fk>.
Es gibt x;=<D},...Dp>e M mit x &= x,,d.h.

(1) 0, €0} fir i=t,...k, A; € A} fur j=1,....1 und R;€R] At;(D, ..,

Al) fir j=1,..,m.

Es seien F7:D!~0% fir 1<i<k so,dab Fj bijektiv und

(ii) Fi/Di=Fi fur i=1,..,k und D g D.

[ NY

; ...nl 241 1.1 F 1,F~ . i
Dann ist x2._<D1,..,Dk,A1,..,Al,(R1) ,...,(Rm) > eMp weil Mp in-
variant unter kanonischen Transformationen ist.Wir zeigen:

. . - .of F K . 2 .
(1) y:=<D ""Dk’A1""AI’R1""Rm>:X2 (d.h.yeM )‘DiSDi gilt
nach Konstruktion.Es bleibt zu zeigen

pp
F 1,F° . PR .
(2) Rj < (Rj) n rJ(D1,...,Dk,A1,...,Al). .
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Lemma 1 Sind F,F” wie im Beweis,so gilt (R
Beweis: Induktion nach <« #-
Lemma 2 Fir RJ.,RJ! ePot(x.(Dl,...,D

J
(RJ.)F'Q (rRhF:

J
Beweis: D9-3 #
Zum Beweis von (2) haben wir nun (Rj
‘:_T,(R})F nach Lemma 2.Aus Rjgrl(D

Fc - ) ) j j 'R
(RJ) --TJ'(D1,--»DksA ,0--;A)#

1

nach Lemma 1 und (RJ.)F’

.,Al) folgt nach T2-a:

D22 Sei K ein Kern fir eine empirische Theorie mit potentiellen <k,l,m>-

K " . .
c = . .
Modellen und X_Mpp.Fur x_<D1,..,Dk,A1,..,AI,R1,..,Rm> schreibenwir
D?,A? und R? zur Kennzeichnung der Komponenten von x.

. X X, X X
a) UXi=< U D},..., U AT URY,.... U RS
X e X Xxe X X e X X e X

b) Mx:i=< N 0¥..... N AT N RY,..., N RYS
XE:X

X e X XeX X e X
T6 a) LJX=supg X

b) TIX=infg X
Beweis: '

Lemma 1 N <(0Y,..,Ay c<(A0Y,..., NA)
= 1 st e

Beweis: Induktion nach t .Die Fdlle =1 mit 1<1ick+l sind trivial.Sel

t=Pot{+t”).Man erhdlt nach Induktionsvoraussetzung () Pot(r’(D{,..,A{))

y
c Pot( N T'(D{,...,A{)) c Pot(<(ND,.... N A{))zr(noy,..,nA{),
y y y y
wobei die erste Inklusion durch Rechnung bestdtigt wird.Sel T=(T1X12).
Wieder erhdlt man durch Rechnung und mit der Induktionsvoraussetzung

N (x,08, A, (08, AT @ N o 03, A x N, 08, . A o
y y y
(N, N A xL (N0, N A =N DY, N AY) #

y y y y y y

o v D?, e v AT)

i

Lemma 2 U T(D)1(,-.. A)l()
X e X X X

Beweis: Induktion-nach t wie in Lemma 1 #

Lemma 3 x EZ yAy ©x—x=y

Beweis: Durch direkte Rechnung #

Zum Beweis des Theorems erinnern wir daran,daB supg X definiert ist als
dasjenige z aMgp,fUr das gilt V¥xeX(xcz) A VWEMSD(VXEX(XC W) -
z ©w).Genauso ist infg X dasjenige z sMgp,fUr‘ das gilt: WxeX(zex)a
VWEMED(VXE:X(WEX)"WCZ).

(i) fir xeX gilt x =X und TITXxcx.Sei U:= ITX.Dann ist



Nnoygolc Ul udrie UR N (DY,....A]).Nach Lemma 1 gilt
yeX yeX T yeXJ

N RY=RY S RY N (N DY,..., N AY). Es bleibt zu zeigen:
yex 3 I T Iy oy yex :

(ii) VWEMED(VXEX xtw) - Wxeow)
Aus D?QD"; fiur alle x folgt UD;(QD"; und genauso fir A;.Wir zeigen
X

UR?Q R}'mj(UD’;,...,UA’l‘). Es gilt RJX.QT.(DX L AY)Mit Lemma 2
X X

it i
folgt hieraus E(}RJ LXJ i LADE UD ...,LXJA’I‘).Weiter
gilt RXJ. c RS’ mj( 1 A’l‘) Es folgt RJ c RJ fir alle x und damit
UR c ‘3’ '

(111) Vw EMED(VXEX(WCX)-'WC’”X).
Aus D"; = D)i( flir alle x erhdlt man D‘;’g N D)i( und genauso fir A% Wir
X

J
zeigen R‘;.’g N R?nrj(DY,...,AY).Nach Voraussetzung gilt RB’_C_.‘ R}n
. X ,
W W N . W X ) ,
rj(D1,...,AI) fir alle x.Hieraus folgt RJ. gf]Rj. Nach (i) bis (iii)

. X
erfiillen LIX und MX die jeweils definierenden Formeln.Mit Lemma 3

folgt dann die Behauptung #

Unsere Reprdsentation der Realitdt wird nun aus einer Menge I von Teil-
strukturen bestehen.Intuitiv sind die Elemente von I vorzustellen als
"reale Systeme",die man "durch die Brille der gegebenen Theorie" be-
trachtet und an denen man einige Objekte und Relationen festgestellt
hat.Wie diese Feststellung erfolgte,durch "bloBes Hinsehen","genauere
Beobachtung" oder aber mit Hilfe anderer Theofien,spielt hierbei,so-
lange wir uns mit nur einer einzigen Theorie beschdftigen,keine Rolle.
Wichtig ist nur,daB der Begriff der Teilstruktur variabel genug ist,
jede Kollektion von "atomaren" Feststellungen abzudecken,solange diese
im Vokabular der Theorie formulierbar sind.

D23 T ist eine empirische Theorie gdw T=<K,I>,wobei

K
pp

Empirische Theorien entsprechen den "Theorie-Elementen" in [ Balzer &
Sneed,1977/781 und [ Stegmiiller,1979] .Theorien,wie man sie in Lehr-
biichern dargestellt findet,haben meist eine Komplexere Struktur als in
D23 zum Ausdruck kommt.Sie bilden ganze "Netze" von Theorie-Elementen.
Man darf dabei nicht nur auf die als solche gekennzeichneten Axiome
schauen,sondern muB den ganzen im Rahmen der Theorie behandelten Stoff,
einschlieBlich der Beispiele berilicksichtigen:In der KPM zum Beispiel

1} K ist ein Kern flr eine empirische Theorie und 2) IE M

besteht die Theorie nicht nur aus den Newtonschen Axiomen; zu ihr
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gehdren wesentlich auch die ganzen bekannten speziellen Kraftgesetze
(vergleiche [Balzer & Moulines,1981]).Die Tatsache,daB Theorien meist
ganzen Netzen von empirischen Theorien im Sinn von D23 entsprechen,war
der Grund fir die Bezeichnung "Theorie-Element".Da wir aber hier keine
umfassenden Theorien in ihrer Gesamtstruktur betrachten und damit Theo-
riennetze nicht wesentlich benutzen,reden wir -nur im vorliegenden
Buch- von "empirischen Theorien" statt von "Theorie-Elementen".

4) Empirische Behauptungen

Eine empirische Theorie im Sinne von D23 besteht aus zwei mengentheore-
tischen Entitdten und es ist nicht ohne weiteres klar,was man mit einer
solchen Theorie lber die Welt behaupten mdchte.Bei der bisher lblichen
Auffassung einer empirischen Theorie als einer Satzklasse trat diese
Frage nicht auf.Die empirische Behauptung bestand einfach in den Sdtzen
der Theorie.Da eine Behauptung immer die Form eines Satzes haben muB,
besteht fiir unseren Theoriebegriff das Problem,aus zwei "Mengen" (bzw.
aus deren Namen) K und I einen Satz zu bilden,der dann die mit T ver-
bundene empirische Behauptung darstellt.

Dieses Problem scheint zundchst den strukturalistischen Theoriebe-
griff gegeniiber dem gerade erwdhnten "Statement View",nach dem eine
Theorie einfach eine Satzklasse ist,in ungiinstiges Licht zu setzen.Aber
der Schein trigt.Erstens kann man mittels T=<K,I> empirische Behauptung-
en formulieren,wie gleich gezeigt wird.Eine Theorie im Sinn von D23 ist
also nicht in dem Sinn defekt,daR ihr die empirische Behauptung abgeht.
Vielmehr ist die empirische Behauptung implizit mit T gegeben,da durch
T definierbar (siehe D25 unten).Zweitens verhdlt es sich umgekehrt so,
daB einer Satzklasse (einer "Theorie" im Sinne des Statement View) im
Vergleich zu unseren Theorien etwas abgeht,ndmlich etwas,was unseren
intendierten Anwendungen entsprdche.In diesem Punkt ist der struktu-
ralistische Theoriebegriff reicher als der des Statement View.Drittens
ermdglicht es der strukturalistische Theoriebegriff,von verschiedenen
empirischen Behauptungen der gleichen Theorie zu reden (worauf Steg-
miller hingewiesen hat),was fir eine addquate Beschreibung der Theo-
riendynamik erforderlich ist.Dazu muB allerdings der hier benutzte
Begriff durch den eines Theoriennetzes ersetzt werden.Viertens schliefB-
lich besteht bei strukturalistischem Vorgehen sogar die Mdglichkeit
verschiedener Formen empirischer Behauptungen (von denen die unten in
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D25 angegebene nur eine Méglichkeit darstellt).Die Untersuchung des
Verhaltens von Wissenschaftlers kénnte zeigen,daB je nach Kontext der
gleiche formale Kern dazu benutzt wird,der Form nadh mehr oder weniger
starke Behauptungen iber die gleichen intendierten Anwendungen zu
machen.Andere Formen der empirischen Behauptungen wurden z.B.in
[Balzer,1982b] und [Zandvoort,1982] untersucht.

D24 Sei K=<MD,M,Q> ein Kern fir eine empirische Theorie.
a) Fir vy < Mgp sei e(Y) definiert als_ e(Y)=
{Xc_:Mp/Vst]xEX( y & x )}.Flir Xee(Y) sagen wir, X sei
eine Ergdnzung von Y
b) A(K):={Y & Mgp JAX( Xee(Y)nPot(M)AQ)}
heiBt die Klasse aller mdglichen erfolgreichen Anwendungen von K
c) xe Mp heiBt real (in Zeichen: real(x) ) gdw dyeI( y& x ) '

X ist also eine Menge von Erganzuhgen der Menge Y,wenn jedes yeVY eine
"Ergdnzung",d.h.eine Erweiterung im Sinne von D20,in X hat.Der Ergdn-
zungsbegriff fir einzelne Strukturen ist schon durch " g " gegeben.
e(Y) kdonnte man als Klasse aller méglichen Ergdnzungsmengen von Y be-
zeichnen.A(K) ist in Analogie zu [Balzer & Sneed,1977/78] definiert.

Es steht nur hier MK an der Stelle des dortigen Mpp und X ee(Y) an der
Stelle des dortigen r(X)=Y.Verbal umschrieben ist Y e A(K),wenn Y eine
Klasse von Teilstrukturen ist,die sich zu einer Klasse X von Modellen
{X'e Pot(M)) ergdnzen 1dBt (X e e(Y)),sodaB X auch die Querverbindungen
erfiillt.

In D24-c werden diejenigen potentiellen Modelle ausgezeichnet,die
realen Systemen entsprechen.Da wir von den intendierten Anwendungen an-
nehmen,da sie reale Systeme erfassen,muf dasselbe auch fir reale poten-
tielle Modelle im Sinne der Definition gelten.Man kann also sagen,daB
ein x,fir das real(x) gilt,ein reales System erfaBt.Wir verbinden mit
dieser Bezeichnung keine Implikationen bezliglich des Wirklichkeits-
oder Realitdtsbegriffs.

Die empirische Behauptung 1dBt sich nun in der gleichen Weise,wie

~sie z.B. in [Stegmiller,19733,5.136 angegeben ist,hinschreiben.

D25 Sei T=<K,I> eine empirische Theorie.
Die empirische Behauptung von T ist der Satz I e A(K)

Es kann durchaus vorkommen,daB ein "unstrukturiertes" reales System x!

" AnlaB zu mehreren Elementen von I gibt,indem z.B.nacheinander ver-
schiedene Messungen an x" durchgefiihrt und die MeRdaten zu verschieden-
en intendierten Anwendungen gruppiert werden.In der Regel wird man auch
eine nicht zu ausgeartete Teilstruktur einer intendierten Anwendung
wieder als eine solche ansehen.Wir fordern aber nicht,daR I in dieser
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Weise allgemein transitiv ist,d.h.daB gilt: wenn xe I und y © x,dann
auch ye I.Der ProzeB der Bildung von Teilstrukturen kann bei mathema-
tischen Komponenten zu empirisch uninteressanten oder wehig sinnvollen
Teilstrukturen flhren,z.B.wenn man von einem offenen "Zeit"-Intervall
die Teilmenge aller irrationalen Elemente auswdhlt.Hier haben wir ein
weites,noch kaum bearbeitetes Gebiet vor uns.

5) Bewertung des neuen Ansatzes

Wir missen nun unsere Behauptung einldsen,daB die in Abschnitt 3) zur
Reprdsentation der Realitdt benutzt Menge [ intendierter Anwéndungen
deh bisherigen Amgitzen iUberlegen ist.Es wirde den Rahmen dieses Buches
sprengen,die alternativen Ansdtze im Detail zu schildern.Wir beschran-
ken uns auf informelle Bemerkungen und missen es dem Leser {liberlassen,
diese anhand der jeweils relevanten Literatur zu prédzisieren. ‘
Der erste und verbreitetste alternative Ansatz ist der des Statement
View,demzufolge eine Theorie als Klasse von Sdtzen gegeben ist.Man
konnte hier die Unterscheidung zwischen K und I in eine entsprechende
Unterscheidung zwischen "theoretischen Sdtzen" und "Beobachtungssdtzen"
. Ubertragen,sodaB sich hinsichtlich der Reprdsentation der Realitdt zu-
ndchst kein Unterschied ergibt.Jede intendierte Anwendung entspricht
dann einer Menge von Beobachtungssdtzen und umgekehrt macht die Menge
aller Beobachtungssdtze gerade die Information aus,die in allen inten-
dierten Anwendungen erfaBt ist.Ein wesentlicher Vorzug unseres Ansatzes
ist aber,daB er "die Realitdt" in verschiedene Systeme aufsplittert,
wohingegen man es im Statement View mit einer "amorphen" Masse von an
"der Realitdt" abgelesenen Beobachtungssdtzen zu tun hat.In diesem
Punkt sind die in 11-3) genannten Kriterien 1) und 3) wirksam.Durch
die Differenzierung in Systeme werden weniger Annahmen iiber die Reali-
tdt gemacht,als im Statement View,ndmlich weniger Annahmen lber die
Konsistenz der Verfahren,nach denen man die Beobachtungssdtze an der
Realitdt "abliest".Ebenso ist unser Ansatz allgemeiner,insofern er
den "universellen" Fall,in dem alle Beobachtungssdtze an einem einzigen
"groBen System" abgelesen werden,als Spezialfall enthdlt (I={x},wobei
x alle Beobachtungssdtze zusammenfaBt). Wir bemerken hier,daf man auf-
grund unserer Definition von Teilstrukturen sogar einzelne atomare
Sdtze ("Basissdtze","Beobachtungssdatze") durch Teilstrukturen darstel-

len kann.Der Atomsatz "<a1,_,_,5n>e ﬁ&n’in dem 51""’an Namen fir
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Objekte dys..esap sind undJ?i der i-te Term der Theorie ist,wird dar-
gestellt durch die Teilstruktur,deren Basismengen genau aus CRIPR
bestehen,deren Relationen Rj fiir j#i leer sind und fir die Ri=
{<a1,..,an>} ist.In dhnlicher Weise 1&Rt sich prdzisieren,daB eine
Teilstruktur x eine Menge von Beobachtungssdtzen darstellt: man bil-
det einfach die Vereinigung aller Teilstrukturen,die in der gerade ge-
schilderten Art je einen Beobachtungssatz darstellen.

Der zwite alternative Ansatz ist der der Modelltheorie,bei dem reale
Systeme als Modelle formaler Axiomensysteme behandelt werden.Hierbei
charakterisieren die Axiome die "vollen" Modelle (die den Elementen
von M entsprechen) oder “partielle" Modelle",die man durch Weglassen
theoretischer Terme von vollen Modllen enth&lt.Unser Begriff der Teil-
struktur ist wesentlich allgemeiner als der im modelltheoretischen An-
satz benutzte Begriff eines partiellen Modells,sodaB Kriterium 3) aus
I11-3) hier den Ausschlag gibt.Die modelltheoretischen Reprédsentanten
der Realitdt bilden einen Spezialfall unserer Menge I.Auch Kriterium 1)
ist erfillt,denn die Annahme,daR reale Systeme die volle (oder partiel-
le) begriffliche Struktur der Modelle haben,ist in vielen'F&allen stdr-
ker als die Annahme,daB es sich bloB um Teilstrukturen in unserem Sinn
handelt.Man beachte,daB wir auch die Extremfdlle I=Mp oder I=M zulassen,
da sowohl Mp (= Mgp als auch M ¢ MK

Ein dritter Ansatz auf positivistischem Hintergrund stammt von G.
Ludwig.In [Ludwig,1978] ist die Realitdt reprdsentiert durch einen
"Grundbereich" und durch Abbildungsaxiome,die an diesem "abgelesen"
werden.Zwischen den Abbildungsaxiomen (als atomaren Sdtzen oder deren
Negation) und intendierten Anwendungen besteht wieder die schon beim
Statement View oben angesprochene Entsprechung.Wieder besteht der Vor-
teil von I in einer Differenzierung nach Systemen (Kriterium 1) und 3).

Der letzte zu betrachtende Ansatz ist der originale von Sneed,aus
dem sich unser Ansatz entwickelt hat.Bei Sneed sind die intendierten
Anwendungen Strukturen,die aus potentiellen Modellen durch Weglassung
der "theoretischen" Relationen und Funktionen entstehen.Auch hier )
trifft Kriterium 1) und 3) zu.Die Annahme,daB ein reales System ein
partielles potentielles Modell im Sinne von Sneed ist,ist in der Regel
stdrker als die,daB es sich nur um eine Teilstruktur handelt.Und es
1aRt sich‘zeigen,daB jede Sneedsche Menge intendierter Anwendungen
auch eine Menge intendierter Anwendungen in unserem Sinn ist,aber nicht
umgekehrt. '

SchlieBlich bleibt zu bemerken,daB der Gesichtspunkt der Einfachheit
in allen Fdllen fir unseren Ansatz spricht,und zwar wird sich dies
gerade im hier zu untersuchenden Kontext von Messung herausstellen.
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Als weiteres Beispiel einer empirischen Theorie betrachten wir die
Prdaferenztheorie (PRAF).Sie handelt von der Auswahl einer "Alternative"
w* durch eine Person aus einer Menge W von Alternativen,wobei sich die
Person von ihrer individuellen Prdferenzrelation < leiten 1dRt und
diejenige Alternative auswdhlt,die in der durch < gegebenen Prdferenz-
ordnung am hochsten eingestuft ist.Als Alternativen fungieren in der
hier benutzten Theorie sogenannte "Mischungen" (ber einer endlichen
Menge A von méglichen Ergebnissen eines Vorgangs (vergleiche [Fishburn,
19701 ,Kap.8 ).

D26 a) Sei A eine endliche Menge. M (A):={w/w:Pot(A)-[0,1]1 Aw(A)=1A
VB,CSA(BNC=g - w(BuC)=w(B)+w(C))} heiRt die Menge aller
Mischungen iber A

b} x Ist ein potentielles Modell von PRAF (xe Mp(PRAF))‘ gdw
x=<A;[0,11, |R;W, < ,w*> und \
1) A ist eine endliche,mindestens zweielementige Menge

) [0,1)={a e|R/0;a;1} i 03) W=M(A) ; 4)< & WxW und

5) w¥eM

¢) x ist ein Modell von PRAF (xe M(PRAF)) gdw

1)

2)

x=<A;[0,11, RiW, < ,w*>¢ Mp(PRAF)
fir alle w,w ,w " eW: 2.1) w<w’™ - a(w < w)
2.2) M(w=<w') A A(w KX W)~ (w<w )
2.3) Vael0,10{w<w” —~aw+{1-a)w "< aw +(1-a)w” ")
2.4) 3B,y e [0, 11 (ww <w " ~BW+(1-B)w "<w =< yWw+(1-vy)w™ ")
3) VweW( T(wr<w))

In den Modellen .der Theorie gelten zweierlei Arten von Axiomen.Sie be-
treffen zum einen die "Konsistenz" der Prédferenzrelation (D26-c-2) und
zum anderen die Maximalitdt der ausgewdhlten Alternative (D26-c-3).Die
Konsistenzaxiome beinhalten im wesentlichen,daB die Person keine
"echten Prdferenzzirkel" hat,nach denen sie eine Folge von Alternativen
w\ie 'a1-<a2-<... <a <a, bewerten wiirde.2.3) und 2.4) in c sind "Ver-
trdaglichkeitsbedingungen” fir < mit "konvexen Kombinationen",wobei
konvexe Kombinationen einfach Mischungen der Form aW+(1—a)w' mit
ae[0,1] sind.Das Maximalitdtsaxiom besagt,daR die ausgewdhlte Alter-
native w* bezlglich der Prédferenzrelation und relativ zu den gegebenen
Alternativen maximal ist,d.h.daB es kein we W gibt mit w*=<w.



ITI MEBMODELLE

Nach den Theorien wenden wir uns nun der logischen und begrifflichen
Struktur von Messungen zu.Dazu gehen wir in einem ersten Schritt -in
diesem Kapitel- aus von einer einzelnen Messung,einem MeBvorgang,bei
dem ein MeBwert ermittelt wird.Der MeBvorgang beginnt nach geeigneten
experimentellen Vorbereitungen und Fixierung der kontrollierbaren
"Parameter".Er erstreckt sich zeitlich vom Moment,an dem die Vorberei-
tungen abgeschlossen und bestimmte Anfangsbedingungen hergestellt sind,
bis zur Anzeige bzw.Ablesung des MeBwerts.Beide Zeitpunkte liegen in
der Regel nicht eindeutig fest,aber der Begriff des MeBvorgangs hat bei
uns eine rein heuristische Funktion,bei der es auf eine genaue,mimimale
Wahl der Anfangs- und Endpunkte nicht ankommt.Der MeBvorgang kann
menschliche Handlungen beinhalten (Ldngenmessung mit MaBstab) oder auch
nur die Verdnderungen eines MeRapparats (Galvanometer).

Jeder MeBvorgang definiert ein System in dem Sinn,daB ihm ein System
zugrundeliegt,dessen Verdnderung oder "Ablauf" gerade den MeBvorgang
ausmacht.Wir kénnen also MeBvorgdnge durch Systeme und damit durch
mengentheoretische Strukturen oder Modelle beschreiben.Eine mengentheo-
retische Struktur,die einen konkreten MeBvorgang in geeigneter Weise
erfaft,nennen wir ein MeBmodell. } -

Wir beschdftigen uns zundchst mit einzelnen MeBvorgdngen.Dahinter
steht eine bestimmte,allgemeine Strategie,ndamlic¢h die,die begriffliche
Analyse eines komplexen Gebietes -hier der Messung- mit moglichst
einfachen und natiirlichen Bausteinen oder Elementen zu beginnen,sodafB
sich komplexere Begriffe durch geeignetes “Zusammensetzen" dieser Bau-
steine zu geeignet strukturierten "Komplexen" gewinnen Iasseh,Der Be-
griff des MeBmodells ist einerseits so einfach wie méglich: bei noch:
"kleiner" gewdhlten Einheiten kann man nicht mehr von Messung reden.
Und er ist 'sehr natiirlich: man kann dabei unmittelbar den allgemeinen
System- und Modellbegriff benutzen.

Wir werden nun eine Reihe verschiedener Arten von MeBmodellen und
MeRBmethoden einfihren.Alle Arten sind aus der Betrachtung konkreter
Beispiele gewonnen und werden auch durch Beispiele belegt.Wir haben
die verschiedenen Arten (soweit es ging) nach zunehmender Allgemeinheit
geordnet.Die erste Art ist also die speziellste und einfachste.

_ Allen Arten von MeBmodellen und MeBmethoden liegen drei inhaltliche
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Forderungen zugrunde.Erstens muB3 die zu messende Funktion oder deren
Wert in einem MeBmodell eindeutig bestimmt sein durch die restlichen
Komponenten des MeBmodells.Es liegt also eine "funktionale Abhdngig-
keit" des MeBwerts von den anderen,im MeBmodell realisierten Parametern
vor.Wir vermeiden jedoch diese Redeweise,weil sie zu Verwirrungen An-
laB gibt,wenn der MeBwert ein Funktionswert ist.Zweitens soll die zu
messende Funktion oder deren Wert in gesetzesartiger Weise von den
anderen Komponenten des MeBmodells abhdngen.Wir dricken dies jeweils
durch die Forderung aus,daB die entsprechende MeRmethode eine Struktur-
art sein soll.Damit ist noch keine addquate Charakterisierung von "ge-
setzesartig" sichergestellt,aber zumindest geht die Charakterisierung
so weit,wie dies zur Zeit eben méglich ist.Drittens soll der MeBwert
sich aus den anderen Komponenten effektiv berechnen lassen.Diese letzte
Bedingung ist wesentlich,1dBt sich aber in unserem Rahmen nicht leicht
prédzisieren.Sie wird daher nicht formal expliziert werden,ist aber
stets hinzuzudenken.

MeBmethoden werden extensional als Klassen von MeBmodellen einge-
fihrt.Natirlich wird dadﬁ}ch eine "Methode" nur sehr implizit angegeben.
Am besten denkt man sicQ noch eine "echte" Methode dazu und stellt sich
vor,daB man bei erfolgreicher Durchfiihrung dieser Methode genau alle-
MeBmodelle der als Strukturklasse definierten MeBmethode erhdlt.Diese
Vorstellung ist rein heuristisch und dient zur Rechtfertigung der Ver-
wendung des Wortes "Methode"; im Prinzip kommen wir mit der extensio-
nalen Behandlung ohne jeden Zusatz aus.

Wir filhren eine spezielle Notation zur Formulierung von Eindeutig-
keitsbedingungen ein. X_j entsteht aus der Struktur x,indem man die
i-te Relation,also R?, weglaBt und x_;[t] entsteht aus x,indem man
an der i-ten Stelle in x die Relation R? durch t ersetzt.Fiir den Rest
dieses Kapitels sei stets T=<Mp,M,Q,I> eine empirische Theorie mit

potentiellen <k,l,r1,...,zm>-Modellen und ie {1,...,m}.
. , K -
D27 Fiir x-<D1,..,Dk,A1,..,AI,R1,...,Rm> 3 Mpp sei -
a) X_ji=<Dy, i AGR LR LRy - RES
b) falls te ri(D1,...,Al),so sei
x_i[t]:=<D1,...,Al;R1,..,Ri_1,t,Ri+1,..,Rm>

Bei Benutzung von D27-b setzen wir im folgenden stets voraus;daB
te ri(D1,...,Al),ohne dies jeweils explizit zu erwdhnen.
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6) Globale MeBmodelle

D28 a) X ist eine globale MeBmethode fiir Fl gdw
1) X € M_ ist eine Strukturart
2) VXsMthJ'(X_ﬂt]eXqu[tqsx - t=t")

b) x ist ein globales MeBmodell fir Ri gdw es eine globale MeB-
Methode X fiir ?i gibt,sodaB xe X

Nach D28-a ist eine globale MeBmethode fiir Ri eine Klasse X potentiel-
ler Modelle mit zwei Eigenschaften.Die Klasse soll erstens eine Struk-
turart sein (a-1).Dies beinhaltet,daB die Strukturen von X durch ge-
setzesartige Bedingungen charakterisiert sind und insbesondere,daf die
"Objekte",d.h.die Elemente der Basismengen,in Strukturen von X nur
durch die in den Strukturen auftretenden Relationen charakterisiert wer-
den.Zweitens soll die i-te Relation R? einer Struktur x e X eindeutig be-
stimmt sein (a-2).Setzt man in a-2 t:R? »s0 wird x_,[t] zu x und die
Forderung besagt,daR fUr.jedes t” mit x_i[t’] e X: t’:R?. R?;ist also
eindeutig bestimmt und zwar einmal durch die restlichen Komponenten von
x und zum anderen dadurch,daB x zu X gehdrt,also durch die X-definieren-
den Eigenschaften (Gesetze).

Die Idee hinter dieser Definition ist klar.Jedes Mefmodell erfaBt
einen konkreten oder realisierbaren MeRBvorgang.Ein solcher MeBvorgang
ist so beschaffen,daBl dabei im vorliegenden System x die ganze Rela-
tion R? eindeutig bestimmt wird (daher die Bezeichnung T'global").Ist
RT eine Funktion,so wird der Wert von RT nicht fir ein Argument a be-
stimmt,sondern fir alle Argumente,die R? im Sysxem’x liberhaupt haben
kann. !

Intuitiv méchte man die Eindeutigkeitsbedingung D28-a-2 scharfer
verstehen und fordern,daB sich t in x aufgrund der Tatsache,daB x e X
gilt, aus den anderen Komponenten von x effektiv berechnen lasse (was
bei guten MeBapparaten automatisch erfolgt).Im Kontext empirischer
Theorien,die meist mit reellwertigen oder noch komplizierteren Funkti-
onen arbeiten,ist aber der prdzise Begriff der Berechenbarkeit aus der
Rekursionstheorie nur mit groBem Aufwand einsetzbar (vergleiche etwa
[Shoenfield,19671,5.137,Problem 3).In konkreten Fdllen wird man natir-
lich immer ein Uberschaubares Berechnungsschema haben.Andernfalls wird
man nicht mehr von MeRmethode reden wollen.Es zeigt sich,daB wir bei
der vorliegenden Untersuchung mit der schwdcheren Bedingung Q28-a-2)

b i sl o o
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weit genug kommen.Wir belassen es daher bei dieser formalen Bedingung,
denken uns aber in konkreten Fdllen stets die Berechenbarkeit hinzu.In
den Beispielen sagen wir oft,daB sich t in x e X (wegen der eindeutigen
Bestimmtheit) berechnen lasse.Diese Redeweise ist in den Beispielen
unproblematisch weil man sich dort immer geeignete Berechnungsverfah-
ren zurechtlegen kann.

Als Beispiel einer globalen MeBmethode betrachten wir die Massen-
messung durch ZentralstoB in der klassischen StoBmechanik (KSM).

D29 a) x ist ein potentielles Modell von KSM (x eMp(KSM)) gdw
x=<P;{0,1}, R;v,m> und
1) P ist eine endliche,mindestens zweielementige Menge (von
"Partikeln")

2) 0,11€R ("vorher","nachher")

3) viPx (0,1}~ R®  ("Geschwindigkeit")

4) m:p - R*

b) x ist ein Modell von KSM {x eM(KSM)) gdw x=<P;{0,1}, R;v,m>

e M, (KSM) und = m(p)ev(p,0)= = m(p)-v(p.,1)
- peP peP

Man hat mehrere Teilchen,die man simultan zusammenprallen 1dBt.Vor und
nach dem Stqp bewegt sich jedes Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit
auf einer Geraden.Der Vorgang wird nur partiell-erfaBt,ndmlich durch
die Geschwindigkeiten v{(p,0) der Teilchen-peP vor dem Stof und v(p,1)
nach dem StoR.Die "Zeitpunkte” O und 1 haben hier eine reine Index-
funktion.Sie missen im konkreten Fall "passend" gewdhlt werden.Die
Richtungen der Geschwindigkeitsvektoren fdéfinieren" zugleich (modulo
Translation) die Geraden,auf denen sich die Teilchen bewegen,sodaB man
letztere nicht explizit zu erwdhnen braucht.Es spielt keine Rolle,ob
die Teilchen nach dem StoB wieder auseinanderfliegen ("elastischer
StoR") oder aneinander haften ("inelastischer StoB"). Bei giinstigen
geometrischen Konfigurationen der Geschwindigkeitsvektoren vor und nach
dem StoB kann man aus dem Impulserhaltungssatz (D29-b) die Massen der
Teilchen bestimmen.Dies ist eine in der Praxis oft benutzte Methode
zur Massenbestimmung,die vor allem in der Elementarteilchenphysik (dort
allerdings in relativistischer Version) eine groBe Rolle spielt.

Die KSM,sowie eine erschﬁpfeﬁde Analyse der in KSM bestehenden Mef-
methoden wurde in [Balzer & Mihlhdlzer,1982] behandelt.Wir greifen hier
willkiirlich eines der MeBverfahren heraus.

D30 x ist ein MeBmodell fiir m durch ZentralstoB (beziiglich p*) gdw
es py,p, gibt,sodaB 1) x=<P;{0,1}, Rsv,m>e M (KSM), 2) P={p*,
Py:Pp} und p*#p,#p,; 3) der von v(p*,1)-v(p*,0),v(p,,1)-v(p,,0)
und v(pz, ) - v(pz,O) erzeugte Unterraum von R3 hat zwei Dimensionen
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4) es gibt kein u e R3,sodaB 4.1) fur alle ie (*,1,2}:

(v(pi,1)-v(pi,0)) v u>0; 4.2) es gibt ie{*,1,2}: (v(pi,1)—

v(p;,0)) v u>0; 5) m(p*)=1 o
Die Masse eines bestimmten Teilchens (p*) wird gleich 1 gesetzt (D30-5),
was der Wahl einer MaBeinheit entspricht.Es sollen genau drei Teilchen
am Stofh beteiligt sein und es soll der Impulserhaltungssatz gelten
(D30-2 und 1).Bedingungen 3 und 4 legen eine geeignete geometrische
Konfiguration der Geschwindigkeitsvektoren fest,bei der die Massenver-
hédltnisse durch den Impulserhaltungssatz éindeutig bestimmt werden.
Intuitiv sollen alle Bewegungen in einer Ebene verlaufen (Bedingung 3)
und es soll nicht méglich sein,in dieser Ebene eine Gerade durch den
Punkt,an dem der Zusammenprall erfolgt,so zu legen,daB alle Teilchen
sich stets nur auf einer Seite dieser Geraden befinden (Bedingung 4).

_ _ 3
u v v bedeutet Ujvi »Wenn u=s<u;,u,,us> upd v_<v1,v2,v3>s[R .

Z i'i
hY
iU

i<3 :
Flir genauere Erlduterungen verweisen wir auf [Balzer & Mihlholzer,1982].

T7 Fir gegebenes p* ist X={x/x ist ein Me@modéll fiir m durch Zentral-
stoB beziiglich p*} eine globale MeBmethode fir

Beweis: X ist eine Strukturart,wenn man bei den kanonischen Transfor-

mationen die Relativierung auf p* beriicksichtigt.Zum Beweis von

D28-az sei x_,Imle X und x_,[m"]e X.Nach [Balzer & Mihlholzer,1982],

T3 und der dort in Abschnitt IV gegebenen Klassifikation (2.Fall,dim V=

2) gilt: 3<xs|R+¥/pe Px( m(p)=am”(p)).Wegen D30-5 ist m(p*)=t=m"(p*),

also a=1.Es folgt m=m~# /

7) Partielle MeBmodelle

D31 a) X ist eine partielle MeBmethode fiir R, gdw 1) Xglwgp und

X & Mp; 2) X ist eine Strukturart; 3) VxVt,t'(x ;[tleXa
x_[t71eX ~ t=t")

b) x ist ein partielles MeBmodell fir Fi gdw es eine partielle
MeBmethode X fur Ki gibt,sodaB x e X

Der wesentliche und einzige Unterschied zwischen partiellen und glo-
balen MeBmodellen besteht darin,daB partielle MeBmodelle echte Teil-
strukturen potentieller Modelle sind (D31-1),wdhrend globale MeBmo-
delle volle potentielle Modelle sein missen. {(daher auch die Bezéich-
nung "partiell"). Der Ubergang zu Teilstrukturen verschafft groRere
Freiheit in zwei Richtungen.Erstens kann man sich bei der zu messenden
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Relation auf einen geeigneten Teilbereich beschrdnken.Wenn Ri eine
Funktion ist,braucht man die Eindeutigkeit nur-auf einer Teilmenge des
Definitionsbereichs von Ri’ z.B. einer Menge,die nur ein einziges Argu-
ment enthdlt,sicherzustellen.Zweitens kann man gewisse,flir die Messung
Uberfoséige oder gar storende "Teile" potentieller Modelle weglassen.

Als Beispiel betrachten wir die MeBmethode zur.direkten Bestimmung
von Préferenzen.Die potentiellen Modelle der Prdferenztheorie wurden
in D26 ‘eingefiihrt.Sie haben die Form x=<A;{0,1];W, < ,w*> ,wobei A eine
Menge von Alternativen,W die Menge aller Mischungen iiber A, 4 die Pri-
ferenzrelation und w* die tatsdchlich ausgewdhlte Mischung ist.

Eine'Bestimmhngsmethode zur Bestimmung der Prdferenzrelation < ist
die folgende.Man legt der Person zwei Alternativen (d.h.hier zwei
Mischungen) w,w” zur Wahl vor und schaut,welche sie tatsdchlich aus-
wahlt.Wird z.B. w” gewdhlt,so zieht die Person w” vor w vor,d.h.es
gilt w<w”.Es ist klar,daB sich diese Bestimmungsmethode durch Teil-
strukturen potentieller Modelle von PRAF erfassen ldBt.Eine derartige
Teilstruktur enthdlt anstelle von W=#(A) eine genau zweielementige
Teilmenge von Y(A). .

Wir betrachten ein MeRmodell fir < ,welches solche MeBvorgdnge zur
Bestimmung von < erfaBt.In diesem Zusammenhang der Messung wird be-
sonders deutlich,warum man w* braucht.Uberlegen wir,was die Axiome in
den Modellen der Prédferenztheorie (D26-c) Uber die Préferenzrelation
aussagen.Man kann sie als Bedingungen der Konsistenz und Kohdrenz der
Praferenzrelation deuten.Eine Person,deren Prdferenzrelation diesen
Axiomen geniigt,hat alle Alternativen (Mischungen) in konsistenter Weise
angéordnet.Hieraus folgt aber keineswegs,daB sie die jeweils rechts
in dem Ausdruck "a<’b" stehende Alternative auch tatsdchlich vorzieht,
daB sie b "mehr winscht" als a oder daB ihr b einen "gr&éBeren Nutzen
als a bringt".Durch die Konsistenzaxiome wird keine "Richtung" der
Préferenzrelation ausgezeichnet.Alle diese Axiohe k&nnten erfillt sein
und trotzdem kénnte man "a<b" genau in der "falschen Richtung" inter-
pretieren,ndmlich als "a wird vor b vorgezogen".Das Problem besteht
darin,daB die Bedeutung von "Prdferenz" mehr enthdlt als bloBe "Kon-
sistenz"."a=<b" soll auch bedeuten,daB b mehr gewiinscht wird als a.
Wenn ein potentielles Modell von PRAF aber nur < als einzige Rela-
tion enthdlt,kann man diese zusdtzliche Bedeutung nicht durch Axiome
zum Ausdruck bringen.Genau aus diesem Grund haben wir -im Gegensatz
zu Ublichen Darstellungen- w* in die potentiellen Modelle aufgenom-
men.Wenn w* als tatsdchlich ausgewdhlte Mischung interpretiert wird,
dann kann man eine Beziehung zwischen den Wiinschen der Person und
ihrer Prdaferenzrelation explizit formulieren,ndmlich durch die
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‘Forderung,daB w* beziiglich < ein groBtes Element ist.Alle der Person
éuganglichen Mischungen missen schlechter als w* eingestuft werden
(D32-7 unten).Unter der plausiblen Prdmisse,dal die tatsdchliche Wahl,
die eine Person trifft,ihre Winsche zeigt,ist durch diese Bedingung
die Prédferenzrelation an die Winsche der Person "angebunden";die obige
fnterpretation von "a<b" in der "falschen Richtung” ist dann nicht
mehr moglich. o

Man sieht an dieser Uberlegung auch die Notwendigkeit,zu Teilstruk-
turen iGberzugehen.Denn D32-7 in einem "vollen" potentiellen Modell zu
fordern,hieBe ja,daB w* die beste in einer (iberabzdhlbaren Menge von
Mischungen erreichbare Alternative darstellt.Es ist ziemlich klar,daB
diese Annahme keinen realen Mefvorgang kennzeichnet. )

D32 x ist ein partielles MeRmodell zur Priferenzbestimmung gdw
1) x=<A;[0,1];W,<,w*> ; 2) A ist eine endliche,mindestens iwei-
elementige Menge; 3) WeM(A) hat genau zwei Elemente; 4)
<SWXW; 5) wrelW; 6) Vw,w eW(lw<w'= I (w <w));
7) YweW(wiw* - w<w*)

Ein solches MeBmodell ist eine Teilstruktur eines potentiellen Modells
von PRAF,wobei die Menge W(A) aller Mischungen auf eine genau zwei-
elementige Teilmenge eingeschrdnkt wird (D32-3).Die beiden Elemente von
W stellen zwei "Alternativen" dar,die der Person zur Auswahl vorgelegt
werden . Natirlich soll die tatsdchlich ausgewdhlte Alternative w* in

W sein (D32-5).D32-6 enthdlt eine minimale Konsistenzbedingung fir <,
ndmlich daB =< nicht symmetrisch ist.Bedingung 7 schlieBlich sagt,daR
w* das -beziiglich < - "groRte" Element in W ist,d.h.auf der Prdafer-
enzskala vor allen Elementen von W rangiert.

T8 X:={x/x ist ein partielles MeBmodell zur Préferenzbestimmungf

ist eine partielle MeBRmethode fiir <«
Beweis: Jedes x e X ist eine (echte) Teilstruktur eines potentielien
Modells von PRAF.Man rechnet nach,daB X eine Strukturart ist.Zum Nach-
weis von D31-a-3 sei x=<A;[0,11:W, < ,w*>eM , xeX und x_,[<TeX.
Nach D32-3 und 5 folgt W={w,w*} mit w#éw* . Nach D32-7 ist w=<w*,d.h.
<W,w*>e ~ und nach D32-6 “T(<w*,w>e <).Aus w=<w folgt nach D32-6
~ein Widerspruch und genauso fir w*<w* Es gilt also =1(<w,w>e <) und
~1(<w*,w*>e <),d.h. insgesamt < ={<w,w*>} und damit ist < eindeutig
bestimmt #



8) MeBmodelle fir einige Argumente

33

a) X ist eine MeBmethode fiir einige Argumente von Ri mittels w gdw
1) x5{<y;w>/yeMpz\w<_=Ryi}; 2) X ist eine Strukturart;
3) VwaVtm’(<y4[thw>sXA<y4DV]m>eXAtnwﬁ/nw—*t%’)

b) x ist ein MeBmodell fir einige Argumente von Fi mittels w
gdw es X gibt,sodaB X eine MeRmethode fiir einige Argumente von

Fi mittels w ist und xe X

Hier liegt die Idee zugrunde,daB im MeBmodell y der Wert von R{ fiir
ein (mehrere) Argument(e) eindeutig bestimmf ist,aber nur unter der
Voraussetzung,déB Werte,die die gleiche Relation R{ bei anderen Argu-
menten annimmt,schon bekannt sind.Ist R{ eine "echte" Relation (d.h.
keine Funktion),so muB man sich unter "Werten" hier Wahrheitswerte,
d.h.die Werte der charakteristischen Funktion von R¥ vorstellen.Die
Menge w in D33-a-1 enthdlt den "Teil" von R{,der als bekannt vorausge-
setzt wird.Setzen wir w*:=R¥\ w,s0 ist w* der als eindeutig bestimmt
nachzuweisende,also der zu messende Teil.D33-a-3 besagt dann,daB R{,
eingeschrdankt auf w*,durch die restlichen Komponenten und die Ein-
schrdnkung von R{ auf w eindeutig bestimmt ist.

Bei Funktionen kann man sich die Sache einfach so vorstellen,daB der
Definitionsbereich Dom(R{) in zwei disjunkte Teile,nédmlich w'g Dom(R{)
und den Rest Dom(R{)\ w” zerlegt wird.Das w in D33-a-1 erhdlt man durch
Hinzunahme der Funktionswerte zu den in w” vorkommenden Argumenten,
w={<a,R)i'(a)>/aew’}.Dann ist ngb)i'.‘(Die allgemeinere Formulierung ist
fiir den Fall echter Relationen erforderlich.) w” enthdlt diejenigen
Afgumente,die als schon bekannt vorausgesetzt werden.Bedingung a-3 ist
dann wie, folgt zu lesen.Sind t und t° zwei Ersetzungen fiir R{ und
stimmen beide fir die Argumente aus w’ iliberein,so auch fiir die rest-
lichen Argumente.Das heiBt,R{ ist auf Dom(R{)\;w’ eindeutig bestimmt
durch die Einschrdnkung von R{ auf w”,sowie die restlichen Komponenten
von y und die in X geltenden Axiome.Um.dies noch klarer zu machen,be-
merken wir,dab sich die Bedingung tNw=t"Aw mit Hilfe des gerade be-
nutzten w” bei Funktionen wie folgt schreiben ldBt: t/w’=t’/w"

Betrachten wir ein einfaches abstraktes Beispiel.Sei Ri eine Funk-
tion,etwa Ri:D1 *A1,also RielD1xA1.Seiweiter D1=D()D’mit DnD’"=¢.Man
will sagen,daB_Ri,eingeschrénkt auf D”,eindeutig bestimmt ist durch die
librigen Komponenten der relevanten Strukturen und durch den auf D
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definierten Teil von Rj-Man wdhlt in D33-a w:=(D x A1)n Rj-Dann ist
Rin w=Ri/D und Bedingung a-3 besagt im wesentlichen,daB Ri/D=R£/D’
Ri=R;,d.h.insbesondere Ri/D’zRi/D"

Nach D33-a-2 muB X eine Strukturart sein.Dies impliziert unter ande-
rem,daB w in den Strukturen von X mit den anderen Komponenten in einem
geregelten Zusammenhang steht.Der in der Bezeichnung verwandte Ausdruck
"w" ist einfach der zugehdrige Term w={w/3J y(<y;w>e X)}.

Als Beispiel betrachten wir eine OrtsmeBmethode aus der Himmels-
mechanik,bei der die Orte von Planeten durch die Keplerschen Gesetze
und andere gegebene Orte eindeutig bestimmt und damit meRBbar sind.

D34 x ist ein potentielles Modell der Keplerschen Theorie (relativ zu
T) (x eMD(KEP,T)) gdw 1) x=<P;T,|R3;s,u>; 2) P ist eine end-
liche,nicht-leere Menge; 3) TS |R ist ein kompaktes Intervall;
4) s:PxT - R ist € 5 5) ueR*

Raum und Zeit werden hier wie schon in der Mechanik in Form von Hilfs-
basismengen behandelt.T ist also eine rein mathematische Menge.s ist
die Ortsfunktion und u die "Kepler-Konstante",die in der Newtonschen
VMechanik approximativ der Sonnenmasse (oder allgemeiner: der Masse des
Zentralkorpers,den die Planeten “umkreisen") entspricht.

D35 x ist ein MeBmodell fiir einige Argumente von § mittels w (beziglich
T und w’) gdw es P,p,p°,s,n und w gibt,sodaB
1) x=<P;T, m3;s,u;w> ; 2) P={p,p"} und p#ép”~ ; 3) <P;T,|R3;s,u>
M (KEP,T); 4) YiteT( s(p’,t)=0); 5) VteT( $(p,t)s
an(s(p.t)-s(p”.t))+|s(p.t)-s(p ,t)|73): 6) WteT( 1/2|5(p,t)-
s'(p’,t)[2 -ufs{p,t)-s(p”,t)| " <0 ; 7) weT ist ein offenes,
nicht-leeres Intervall; 8) W=S /by w”

Ein MeBmodell enthdlt zwei Teilchen.Die "Sonne" p”,die sich nicht be-
wegt (D35-4) und einen um p° umlaufenden "Planeten" p.Bedingungen 5‘und
6 sind die Keplerschen Gesetze in moderner Schreibweise (vergl.z.BL
[Scheibe,1973]). w” ist ein fest vorgegebenes Zeitintervall und w ist
die Einschrdnkung von s auf P xw” {(Bedingung 8).Intuitiv enthdlt w”

die Zeitpunkte t,fir die die Orte s(p,t) schon bekannt sind.w ist also’
der schon bekannte Teil von s.Aufgrund der Kenntnis von w sind die

Orte von p zu den anderen Zeitpunkten aus T >Sw” durch die Keplerschen
Gesetze eindeutig bestimmt.

T9 Fir gegebenes T und w” mit w'g T ist X={x/x ist ein MeBmodell fiir
einige Argumente von S mittels w beziiglich T und w”} eine MeB-
methode fir einige Argumente von S mittels w

Beweis: Nach Definition von w ist wg&s und da w” "von auBen" vorgege-
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ben wird,ist X eine Strukturart.Zum Nachweis von D33-a-3 sei

<y_4[sliw>e X, <y_,[s”"];w>e X und sNAw=s"Nw.Nach Definition ist aber
S}P < w /p xw"Mit sp(t) :=s(p,t) folgt s 0/w ,-sp ..Da w:#ﬁ und.offen
ist,folgt die Existenz eines tew” mit s{(p,t)=s"(p, t) und s{p,t)=s"(p,t).
Aus der Theorie der Differentialgleichungen folgt dann zusammen mit
D35-4 s=s5" #

L =W=S

9) MeBmodelle als Teilstrukturen

D36 a) X ist eine MeRmethode fiir einige Argumente von Fi mittels w
in einer Teilstruktur gdw 1) XE€{z/JyeM 3w(w§R){/\z:<y;w>) ;
2) X ist eine Strukturart; 3) VzVt,t"Vw( z_;[tleXa
z_i[p’]e XA w=prk+1+m+1(z)A tAaw=t'Nw - t=t")

b) x ist ein MeBmodell fur einige Argumente von R; mittels w in

einer Teilstruktur gdw es X gibt,sodaBR X eine MeBmethode fir einige

Argumente von Fi mittels w in einer Teilstruktur ist und xe X

Der Unterschied zu den MeBmodellen aus III-8) besteht wieder im Uber-
gang zu Teilstrukturen.Der Teil y in einem MeBmodell <y;w> darf hier
eine Teilstruktur eines potentiellen Modells sein.w ist,wie in D33,der
als bekannt vorausgesetzte Teil von R{. Bedingung a-3 lautet genau so
wie in D33-a-3.Der einzige -technisch bedingte- Unterschied ist,daR
w mit Hilfe der Projektionsfunktion pr aus z herausgearbeitet werden
muB.Wir betrachten als Beispiel die Abstandsmessung in der klassischen
Kinematik.

x ist ein Modell der Kinematik gdw 1) x=<P;T,|R3,s>

a)

2) P ist eine endliche,nicht-leere Menge; 3) T=[R; 4)
4) s:PxT - RS ist c®

b) x ist eine 2-dimensionale Kinematik gdw x Teil a) mit |R2 an-
3 erfullt

bs7

stelle von RR

Die Bedeutung der Komponenten ist die gleiche wie in der Mechanik.
P enthdlt die Partikel,T ist ein Zeitintervall und s die Ortsfunktion.

D38 x ist ein MeBmodell fir einige Argumente von S mittels w in einer
Teilstruktur (beziglich t) gdw es P,s und w gibt,sodaB
1) x=<P;T, R3;siw>; 2) T={t} und t ¢ R; 3) s:PxT ~R%;
4) es gibt p,p”,p°" und o,Be R;,sodaﬁ 4.1) P={p,p".,p " "};
4,2) s(p,t)=0As(p”,t)=<a,0,0>As(p"",t)=<0,8,0> ;
4.3) |s(p’,t)-s(p”,t)|=1; 4.4) w={<p”",t,0,8,0>}
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Man hat drei Teilchen p,p”,p”"",sodaB zu einem einzigen Zeitpunkt t das
Teilchén p im Nullpunkt,p” auf der 1-Achse und p”~ auf der 2-Achse
eines Koordinatensystems liegen (4.2).Der Abstand von p” und p~~ ist
bekannt und gleich 1 (4.3).Die Abstande o« und B von p” und p”~~ zum
Nullpunkt sind unbekannt.Dann kann man o messen,indem man g mift oder
als bekannt voraussetzt (4.4) und den Satz des Pythagoras anwendet.
w enthdlt den Funktionswert s(p””,t)=<0,8,0>. Wenn dieser,d.h. g ,bekannt
ist,dann ist der gesuchte Wert‘s(p’,t),d.h. a ,eindeutig bestimmt und
somit meBbar.Es handelt sich hier offenbar um das bekannte Verfahren
der Triangulation zur Abstandsmessung.Es wird angewandt,wenn die Strecke
Pp° nicht direkt meBbar ist,etwa infolge eines Hindernisses zwischen
p und p-.

Die Behandlung dieses AbstandsmeBverfahrens,das ja eigentlich nur
Geometrie beinhaltet,als Teilstruktur eines kinematischen Systems ist

keine formale und iberflissige Komplikation.Die Triangulation wird oft

im Rahmen kinematischer Systeme durchgefihrt,etwa bei Abstandsmessungen
im Sonnensystem (vergleiche die einschldgigen Methoden in IV-15.4) un-

. ten).

T10 Fur gegebenes T={t} & |R ist X={x/x ist ein MeBmodell fir einige
Argumente von S mittels w in einer Teilstruktur beziglich t}
eine MeBmethode fiir einige Argumente von s mittels w in einer
Teilstruktur
Beweis: Jedes Mefmodell von X hat die in D36-a-1 geforderte Form:
seine ersten vier Komponenten bilden eine echte Teilstruktur eines
potentiellen Modells und sind selbst kein potentielles Modell der
Kinematik.Das liegt an der Form von T.Die einelementige Menge T ist
nicht offen.Man zeigt bei festgehaltenem t,daB X eine Strukturart ist.
Zum Nachweis von D36-a-3 ist zu zeigen,daB o in ze X eindeutig bestimmt
ist.In lR3 gilt der Satz des Pythagoras:
[s(p " t)-s(p.t)|%+]s(p,t)-s(p”,t) | 2=|s(p,t)-s(p ", 1) 7.
Nach D38-4 erhalten wir hieraus 82+u =t,also u2=1—32.Das heifft,dall o
durch w und D38-4 eindeutig bestimmt ist # :

10) MeBmodelle fiir definierte Terme

D39 a) X ist eine MeBmethode fir den definierten Term fo mittels der
gr+--st, (in T) gdw es ein S gibt,sodaB

“1) S ist eine typisierte Klasse mit definierten Termen fo,..,t

definierten Terme i

n
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2) die Strukturen von S haben die Form
<D1,...,A R1,...,Rm;t1,...,tn;to> mit <D1,...,Rm>E M
n;do>/yg Mpn 3t0...3tn(<y;t1“.,t
Vieg(0,....n} (djE 1:1v32ie ti(dis UZi)))}
4) X ist eine Strukturart
5) Vy,y’Vd1...dnVd,d’(<y;d1,..,dn;d>e XAcy 5dy,..,d 5d7> ¢ X
- d=d7)
b}y x ist ein MeBmodell fiir den definierten Term fo mittels der
definierten Terme f1,..,fn (in T) gdw es X gibt,sodaB X eine
MeBmethode fir den definierten Term fo mittels der definierten
Terme f1,...,f

13
3) X&{<yidy,..,d

p

n;t0>e SA

n ist und x¢ X

Die Relativierung auf eine Theorie T ist natirlich so zu verstehen,daB
die potentiellen Modelle,die in der Definition der MeBmethode und der
MeBmodelle benutzt werden,potentielle Modelle von T sind.

In D39 sind iber den Grundmengen auRer den Relationen R1,..,Rm von
Mp noch weitere Relationen und Funktionen to,...,tn gegeben und zwar
durch Definition.Die MeBmodelle in X bestehen aus potentiellen Modellen
y,an die noch einzelne "Werte" der tor-nty angefigt sind (D39-a-3).
Ist ti eine Relation,so soll di ein Element von (ein Tupel aus) t; sein
(dis ti).Ist ti eine Funktion,so interessieren wir uns fir den Funkti-
onswert von t, fir ein Argument a,also ti(a) (=di).Ist z.B. t. eine

i
Funktion der Form ti:N ~N",s0 ist z.:=<a,ti(a)>e ti.Mengentheoretisch

gilt aber <a,ti(a)>={{a},{a,ti(a)}}talso L/<a,ti(a)>={a,ti(a)).Es gibt
also ein Zie ti mit ti(a)e L)zi.D39-a~3 trifft diese Vorstellung nicht
ganz genau -die Definition ist etwas zu weit weil nach ihr di auch
das Argument a sein kdnnte.Das kommt daher,daB wir bei den potentiellen
Modellen keine Unterscheidung zwischen Funktionen und "echten" Relati-
onen eingefihrt haben.Nur wenn eine solche Unterscheidung zur Verfiigung
steht,kdnnen wir die beiden angesprochenen Fdlle genau auseinanderhal-
ten.In der allgemeinen Definition der Modelle schien uns jedoch der
Aufwand,den diese Unterscheidung mit sich bringt,zu groB,als daB er
durch die hier vorliegende MeBmethode gerechtfertigt widre.

Die Eindeutigkeitsforderung D39-a-5 betrifft im wesentlichen nur die
"Werte" der definierten Terme do,d1,..,dn.ln einer Struktur aus X,in
der do,...,dn vorkommen,ist db durch d1,...,dn eindeutig bestimmt
(a-5),unabhdngig davon,wie die potentiellen Modelle y,y” in beiden
Strukturen beschaffen sind.Meist ist allerdings die Prdmisse in a-5
nur erfiillt,wenn die Basismengen 01""Dk’A1""A1 in y und y° iden-
tisch und die Relationen R1,..,Rm in y und y~ teilweise identisch sind.

In a-3 kdnnte man statt di € ti auch die ty oder di=ti fordern und



bre Arten von MeBmodellen.dig ti wiirde heifen,daB die
#teilweise durch Teile von d1,...,dn eindeutig bestimmt ist.
fdlle sind denkbar,etwa " e " bei do,"g" bei d1,"=" bei d2

o™ Welter sei bemerkt,daB in einem MeBmodell x fiir den definierten
Term fo mittels der definierten Terme f1,...,fn nicht “ganz" té be-
stimmt zu werden braucht,sondern té fliir einige Argumente unter Benut-
zung von Werten tg fir andere Argumente.Es lieBen sich auch hier weitere
Fédlle unterscheiden,indem man statt D39 mehrere verschiedene Definitio-
nen einfithrt.Als Beispiel betrachten wir eine MeBmethode zur Messung der

"astronomischen Einheit",d.h.des Abstandes zwischen Sonne und Erde.

D40 a) x ist ein potentielles Modell der planetaren MeBtheorie

(x sMp(PLAN)) gdw es P,s,n,o gibt,sodaB 1) x=<P;T, R2;s,¢> ;

2) <P;T, R%;s> ist eine 2-dimensionale Kinematik (vergl.D37-b);

3) ¢:{1,...,n}-P ist bijektiv
b) x ist ein Modell der planetaren MeBtheorie mit Zentrum Po gdw
1) x=<P;T,|R2;s,¢>e Mp(PLAN); 2) es gibt PyseeaPp ,sodah
2.1) P={po,p1,..,pn} und alle‘pi,pj mit 0<i#j<n sind verschieden;
2.2) fur p e{py,...,p,} ist Sp:={<t,a>/<p,t,u>95} eine periodische
Funktion von t, Bild(sp) ist ein Kreis und jeder Wert aus Bild(sp)
wird in jeder Periode genau einmal angenommen;
2.3) WteT( s(po,t)=0)

Ein potentielles Modell der planetaren MeBtheorie besteht aus einer
Menge P von Partikeln,einem “"Zeitintervall" T (das wir aus Einfach-
heitsgrinden mit [|R identifizieren),dem zweidimensionalen "Raum" (|R2),
einer Ortsfunktion s und einer Abzdhlung ¢ der Partikel.Den Raum kann
man hier zweidimensional wahlen,weil sich die Planetenbewegungen "fast"
in einer Ebene abspielen.Jdedenfalls sind die Fehler,die durch Vernach-
ldssigung der dritten Dimension entstehen,sehr klein und historisch
arbeitete man lange mit der vereinfachenden Annahme.Die Funktion ¢ ist
aus technischen Griinden erforderlich,um die Partikel von P bei Formu-
lierung der Axiome identifizieren zu koOnnen.Im Prinzip kdnnte man auf
diese Numerierung verzichten,man miBte dann aber immer alle Axiome in
etwas undurchsichtiger Weise zu einem einzigen Existenzsatz zusammen-
fassen.Intuitiv kann man sich bei unserer Behandlung einfach die Par-
tikel durchnumeriert vorstellen: Pyse-esPp und cp(i):pi fiir 1 <n.

In den Modellen wird eine "Sonne" Po ausgezeichnet,die im Koordina-
tenursprung ruht (b-2.3).Alle anderen "Planeten" bewegen sich perio-
disch auf Kreisbahnen -jedoch nicht notwendig mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit- um p, herum (b-2.2).
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D41 Ist x=<P;T,]R2;s,¢> ein potentielles Modell der planetaren Med-
theorie,so sei a) dx:P xPxT-~ Rg definiert durch
d,(p,p",t)=]s(p,t)-s(p”,t)| und <§X:P3x T ~|R+O durch

(s(p,t)-s(p”,t)) v(s(p"",t)-s(p”,t))

fs(p,t)-s(p”,t)|-[s(p " ,t)-s(p”,t)|

wobei arccos die Umkehrfunktion von cos,eingeschrdnkt auf [O,n ist.

U :P~Pot( R) wird definiert durch U (p)={t ¢ R*/ ¥Vt e T(

<+, {(p.p",p"",t)=arccos

t+teT-s(p,t +t)=s(p,t ) A Vi* ¢ |R(Vt' eT(t +teT ~
s(p,t +t*)=s(p,t”)} -~ t<t*)}

dx gibt in Abhdngigkeit von der»Zeit (drittes Argument) die Abstédnde
der verschiedenen Partikel an,ebenso %ﬁx den Winkel,den je drei Parti-
kel miteinander bilden.Ux(p) ist die "Umlaufzeit" von p,genauer: die
einelementige Menge,die diese Umlaufzeit als Element enthdlt.Dies gilt
allerdings nur fir den Fall,daB Ux(p)#ﬁ ist.Denn nach T11-a unten ent-
hdlt dann Ux(p) genau ein Element.Die Formel in der Definition von UX
drickt aus,daB t) t eine Periode ist ("s(p,t " +t)=s(p,t”)") und 2) t
die kleinste Periode ist ("wenn t* Periode,dann ist t<t*)").

T11 a) Ist x=<P;T,|R2;s,o> ein Modell der planetaren MeRtheorie mit
Zentrum Po und pe P,p#po,so enthdlt Ux(p) hdochstens ein Element

b) X:=(<P;T, R%5s,0; & U 3, >/x=<P;T, R;s,0> e M (PLAN) und
‘¥x’ux’dx sind wie in D41 definiert}
ist eine typisierte Klasse mit definierten Termen< ,U und @
Beweis: a) folgt aus D40-b-2.2. b) Wir betrachten als Klasse Mp die
Klasse aller potentiellen Modelle der planetaren MeRtheorie und defi-
nieren Terme T:={d,/x sMp}, < = /x eMp} und U:={U, /x sMp}. Die
Elemente von d, & und U sind gemdB D41 typisiert und in x eMp sind
dx,'¢x und U eindeutig bestimmt.ux(p) ist entweder leer oder enthédlt
genau ein Element (nach a)) #
D42 x ist ein MeBmodell zur Bestimmung der astronomischen Einheit
(zu t) gdw Ss P’S’°’5’E’A’dsE’dEA,UE’UA und 8,vy,&5 gibt,sodaB
1) x=<P;T, R ;s,@;qEA,UE,UA,B;dSE> ;o 2) P={S,E,A} und teT;
3) y=<P;T, R%;s,9> ist ein Modell der planetaren MeRtheorie mit
Zentrum S und S=¢(1),E=0(2),A=0(3); 4) dSE=dy(S,E,t) und dEA=
d (E,A,t); 5) fir pe{E,A} ist U (p)#¢é, U =U (p),ye VU (E) und
y 3 , 2P 4 Y 13,,2
6 eUy(A); 6) B=~¥}(E,S,A,t); 7) dgp/v =|s(S,t)-s(A,t)| /s

Das System besteht aus der Sonne S und den Planeten Erde E und Mars A.
Der Abstand dSE Sonne-Erde wird zundchst durch Triangulation auf die
Abstande dg, (=]s(S,t)-s(A,t}]|) und dgp zurickgefihrt,indem man den
Winkel ﬁty(E,S,A,t) als bekannt oder gemessen voraussetzt.Den Abstand
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dEA kann man mit anderen Methoden messen.Den zweiten,nicht-mefRbaren
Abstand dSA kann man durch Voraussetzung des dritten Keplerschen Ge-
setzes (D42-7) eliminieren,da er dann in zwei Gleichungen -ndmlich in
D42-7 und dem bei der Triangulation benutzten Kosinussatz- vorkommt.
- Den Kosinussatz braucht man nicht als Axiom in D42 aufzunehmen,da er
schon in den potentiellen Modellen der planetaren MeBtheorie beweisbar
“ist.Fir die Bestimmung von dSE mufl man also dEA’B ,Sowie die Umlauf-
zeiten von Erde und Mars y,6 als bekannt voraussetzen.All diese Werte
lassen sich in der Tat unabhdngig von der Bestimmung von dSE ermitteln.

T12 Fir festes teT ist X:={x/x ist ein MeBmodell zur Bestimmung der
astronomischen Einheit zu t}
eine MeBmethode fir den definierten Term d mittels der der defi-
nierten Terme d,U, €.Genauer ist in x e X dX fiir einige Argumente
eindeutig durch Ux,<tx und einige Werte von dX bei anderen Argu-
menten bestimmt ) :
Beweis: Es sei §={<x;dx,UX,UX,%rx;dx>/x eMp}: Nach T11-b ist S eine
typisierte Klasse mit definierten Termen d, & ,U. S und X stehen in
dem in D39-a-3 geforderten Verhdltnis.Es ist dSE=d(S,E,t)e U<<S,E,t>,
d{S,E,t)> und <<S,E,t>,d(S,E,t)>e dx,und genauso fiir dEA' UE=UX(E) €
L1<E,UX(E)> und <E,UX(E)> e U, und genauso fir Up- Bx=-¢X(E,S,A,t) £
U<<E,S,A,t>,¢Fx(E,S;A,t)> und <<E,S,A,t>,4x(E,S,A,t)>eéx. X ist
eine Strukturart.Zum Nachweis von D39-a-5 seien x=<y;dEA,UE,UA,e;dSE>
e X und x7=<y”5dp,,Up,Uy,85d5p> e X In R gilt der Kosinussatz

2

2 _ 2 A ..
(1) dEA'dSE+dSA,y‘ZdSEdSA,yCOS(B)’ wobei dSA .-dy(S,A,t).

ly
In X gilt nach D42-7 und D41

(2) dgE/72=dgA/52. Aus (1) und (2) erhdlt man durch Rechnung
(3) dSE=dEA(1+ 9 62/72 2., 9 52/72 cos(g) )

Genauso erhdlt man in x” unter Benutzung von dSA x°

(4) dgp=dpa(te ¥ 62742 2 .2 ¥ 6%/ cos(s) ).Es folgt dg

g=dsg #

11) MeRBmodelle mit Invarianzen

D43 a) X ist eine MeBmethode mif Invarianz = fiir Fi gdw
1) X&M_ ist eine Strukturart; 2) = 1ist eine Agquivalenzrelation

aufﬁi; 3) be%,t%x_ﬁt]eXAx_”t’]eX~(UE=H’) )
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b) x ist ein MeBmodell mit Invarianz fir ﬁi gdw es X gibt,sodaB

X eine MeBmethode mit Invarianz = fir ﬁi ist und xe X

(t) bezeichnet hier die Aquivalenzklasse von t unter = .Die Eindeutig-
keitsforderung a-3 betrifft nur noch Aquivalenzklassen.Man sagt auch,
Ri sei nur "bis auf die Aquivalenz = " eindeutig bestimmt.Meist ist =
gegeben durch eine bestimmte Art von Transformationen,die man mit Ri
ausfihrt.Man sagt dann auch,ﬁi sei nur bis auf solche Transformationen
eindeutig bestimmt.

Im allgemeinen ist der in D43 definierte Begriff zu weit.Er umfaft
viele Fdlle,in denen man nicht von Messung reden wird und zwar,weil die
Kguivalenzrelation = beliebig "groBe" Aquivalenzklassen haben kann.Man
findet immer eine Aquivalenzrelation = auf Fi,sodaB z.B.die Klasse der
Modelle selbst schon eine MeBmethode mit Invarianz = fir Fi ist.Be-

trachten wir ein Beispiel.

D44 a) Auf s:={s/3JPeV(s:Px R - R3 ist €* )} wird eine Kquivalenzre-
lation = wie folgt definiert: =s” gdw FP 3v,a e R3(
siPx R~ |R3/\ ST:P X R~ |R34 VpePVt e R( s(p,t)=s {p,t)+vt+a))
b) x ist ein MeBmodell zur Ortsmessung mit Galilei-Invarianz
gdw x e M(KPM) und = ist wie in a) definiert

"T13 X:={x/x ist ein MeBmodell zur Ortsmessung mit Galilei-Invarianz}
ist eine MeBmethode mit Invarianz = fir s
Beweis: X ist eine Strukturart.Seien x_,[s] und x_,[s"]e X=M(KPM).Es
folgt m-s = if, =m-$",also YpVt( s(p,t)=5"(p,t)).Hieraus folgt durch
zweimalige Integration Jv,a s]R3¥/p,t( s{p,t)=sP,t)+vt+a),d.h.s=s;
also (s)_=(s")_ #

Man wird jedoch zégern,hier von Messung zu reden,weil man die Werte
s(p,t) nur "bis auf Wahl des Bezugssystems" eindeutig erhdlt.Man muB
also noch ein Bezugssystem auszeichnen,um s(p,t) wirklich bestimmen

zu kOnnen.Diese Auszeichnung kann aber nicht in dem formal durch MD(KPM)
abgesteckten Rahmen erfolgen,da dort nicht von verschiedenen Bezugssy-
stemen geredet wird.Eine solche "MeRBmethode",die sich nicht durch
Fixierung bestimmter,im Rahmen der Theorie zur Verfiigung stehender
Parameter wirklich eindeutig machen l&Rt,wollen wir nicht als Mefime-
thode bezeichnen.Der tiefere Grund fir den AusschluB solcher MeBmetho-
den mit beliebiger Aquivalenzrelation liegt in der Beobachtung,daB,wenn
man beliebige Aquivalenzrelationen zuldBt,in jeder Theorie jeder Term

t durch die anderen Terme "gemessen" werden kénnte.Die einzige Beding-
ung hierfir ist,daB der "Unbestimmtheitsspielraum” von ¥ in Abhdngig-
keit von den anderen Termen sich durch eine Aquivalenzrelation er-
fassen ldRt.Wenn wir MeBmethoden mit beliebigen Invarianzen als echte
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MeRmethoden akzeptieren,wird damit der Begriff der MeBmethode trivi-
alisiert und uninteressant.

Es gibt aber bestimmte Invarianzen,bei denen man noch von Messung
redet,selbst wenn der betreffende Term nur bis auf solche Invarianzen
eindeutig bestimmt wird: die sogenannten Skaleninvarianzen.Bei Skalen-
invarianz denkt man meist an reellwertige Funktionen und deren Multi-
plikation mit einem Faktor oder an lineare Transformationen.Vielfach
werden jedoch heute allgemeinere mathematische Raume anstelle von |R
und |R3 benutzt,etwa in der Physik euklidische Rdume.Wir behandeln da-
her Skaleninvarianzen gleich in der entsprechend abstrakten Weise.Statt
der reellen Zahlen benutzt man dabei einen geordneten Kdrper und die
betrachteten Funktionen nehmen ihre Werte in einem Vektorraum iber die-
sem Kérper an.

D45 a) Ein geordneter KOrper ist ein Kérper K (mit Nullelement OK’

Einselement 1K,sowie Addition + und Multiplikation +),zusammen mit

einer linearen,mit + und - vertrdglichen Ordnung < ,sodaB gilt

Oy < 1. k' sei die Menge {aeK/0y <a}. (vergl.z.B.[Lang,1971]1,5.57

und S.271)

b) Sei V ein Vektorraum iber einem geordneten Kdrper K und =

{(f/3D(DeVATf:D-V)}.

b.1) EPR S FxT wird definiert durch f=,9 gdw Dom(f)=Dom(g)a
Jock?VaeDom(f)( fla)=a-g(a))

b.2) =z, & FxT wird definiert durch fz,g gdw Dom(f)=Dom(g)a

3aeK+3be1VaeDmeH fla)=a-g{a)+b)
b.3) fir fef und j=1,2 sei (f)K,j:={g s?/gzjf}

=, und =, sind Relationen zwischen Funktionen,die ihre Werte in V an-
nehmen.f51g bedeutet,daB g aus f durch Multiplikation mit einem
“positiven" Faktor ( « e k¥) hervorgeht und fzzg,daB g aus f durch eine
"lineare Transformation" der Form f(a)=a-g(a)+b gewonnen wird.Aus den
Korper- und Vektorraumaxiomen erhdlt man sofort,daf =N und = Aqui-
valenzrelationen sind.In b.3) fihren wir eine Notation fir die zuge-
hérigen Aquivalenzklassen ein.

Durch Einschrdnkung der Aquivalenzrelation in D43 auf die beiden
in D45 definierten Relationen erhalten wir "echte" MeBmethoden,ndm-
lich MeBmethoden zur Messung "bis auf Skaleninvarianz".Wir fassen bei-
de Typen,die man bei der jeweiligen Invarianz fir j=1,2 erhdlt,in einer
Definition zusammen. '

D46 Sei je{1,2}. a) X ist eine MeBmethode mit Skaleninvarianz vom
Typ j (kurz: eine SKIJ-MeBmethode) fiir Fi gdw
1) XQ.Mp ist eine Strukturart
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2) alle Elemente von Fi sind Funktionen R;:D~V und V ist ein
Vektorraum lUber einem geordneten Kérper K
3) VXVt ( x jltle X Ax It 1eX ~ (t)y o=(t7)y 5 )

b) x ist ein SKIj-MeBmodell fir Fi gdw es X gibt,sodaR X eine

SKIJ-MeBmethode fir Fi ist und x e X

Wir wollen kurz erldutern,warum man hier von Skaleninvarianz spricht.
Eine Skala ist einfach eine Abbildung ¢:D - |R, wobei D irgendein 0b-
jektbereich ist.Man unterscheidet mehrere Skalentypen.In D46 haben wir
die Invarianzen von Verhdltnisskalen (j=1) und Differenzenskalen (j=2)
.behandelt.Eine Verhdltnisskala ¢ liegt vor,wenn durch eine MeBmethode
die "Verhdltnisse" ¢(a)/e(b) (a,beD) eindeutig bestimmt sind. ¢ ist
dann bis auf Multiplikation mit einem positiven Faktor>eindeutig be-
stimmt.Dies entspricht bei operationaler Deutung dem Sachverhalt,daB
die "MaBeinheit",also ein Objekt aeD mit @(a)=1,nicht festgelegt ist
und daher willkirlich gewdhlt werden muB (z.B.das Urmeter bei der
Léngenskala).Eine Differenzenskala liegt vor,wenn durch die MeBmethode
nur die Verhdltnisse von Differenzen (¢(a)-¢(b))/(9(c)-¢(d)) eindeutig
bestimmt sind. ¢ ist dann nur bis auf lineare Transformationen,oder
anders,bis auf die Aquivalenzrelation =, von D45-b.2 eindeutig bestimmt.
Dies entspricht dem Sachverhalt,daB zu einer "absoluten" Bestimmung
noch die MaBeinheit und ein "Nullpunkt" festzulegen sind (etwa wie bei

der Temperaturmessung).

Die Invarianz einer Skala unter den betrachteten Transformationen
wird bei Messung eines Skalenwertes,d.h.bei Bestimmung eines Wertes
e{a) mit aeD,nicht als stdorend empfunden.Denn man interessiert sich
bei solchen Skalen weniger fiir deren absolute Werte,als fiir die Ver-
hdltnisse bzw.die Differenzenverhdltnisse.Diese Verhdltnisse dricken
"reale" Gegebenheiten im System aus,wdhrend man einen "absoluten"
Skalenwert erst durch "willkirliche" Wahl einer MaBeinheit erhdlt.Man
miRt also Verhdltnisse bzw.Verhdltnisse von Differenzen.Da die Bestim-
mung solcher Verhdltnisse durch Wahl der MaBeinheit jederzeit zu einer

absoluten Bestimmung verschdrft werden kann,spricht man hier -trotz
der Unbestimmtheit bis auf die genannten Transformationen- noch von
Messung.

Wir méchten allerdings bemerken,daB die systematische Abgrenzung der
Skaleninvarianzen von anderen Invarianzen (wie z.B.der Galilei-Invari-
anz) mit Hilfe eines Kriteriums problematisch ist.Jedenfalls haben wir
im Moment kein solches.Hier sind -auch im Hinblick auf die Ergebnisse
in Kap.VII- noch weitere Untersuchungen erforderlich.

Als Beispiel betrachten wir die Bestimmung von "Gleichgewichts-
preisen" in 0K0.Die MeRmodelle sind hier einfach durch die Modelle von
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0K0 gegeben,denn in diesen sind nach einem bekannten Theorem die Preis-
verhdltnisse gleich den Verhdltnissen der Substitutionsraten und damit
die Preise bis auf einen positiven Faktor eindeutig bestimmt.

D47 x ist ein SKI1-MeBmodell zur Preisbestimmung in 0KO gdw
x=<J} Wn, R;Z,qa,U,p,qe> e M(6KO) und FiedVj in(qe(i,j) >0)

T14 X:={x/x ist ein SKI,-MeBmodell zur Preisbestimmung in 0KO}
ist eine MeBmethode mit Skaleninvarianz vom Typ 1

Beweis: X ist eine Strukturart.Sei x=<J; Wn, P;Z,qa,u,p,qe> e X und

ied so,daB Vjgn: qe(i,j) >0.Nach 72),5.29,in [Balzer,1982a] gilt

dann fir alle j,k g¢n: p(j)/p(k):DjU(i,qe(i,1),..,qe(i,n))/

DkU(i,qe(i,1),...,qe(i,n)).Hieraus folgt,daB in xeX (p) R, 1 eindeutig

bestimmt ist und damit,daB x ¢ X D46-a-3 erfullt # -

12) Vergleich der verschiedenen MeBmethoden

Bei einem Vergleich der verschiedenen Arten von MeBmethoden und MeR-
modellen stellt sich heraus,daB MeBmethoden fir definierte Terme
(mittels definierter Terme) die allgemeinsten MeBmethoden sind und
in genau angebbarem Sinn alle anderen MeBmethoden "umfassen".Trotzdem
schien es uns angebracht,auch die anderen MeBmethoden einzufiihren,weil
man in der Anwendung nicht von einem méglichst allgemeinen,sondern von
einem moglichst speziellen Begriff der MeBmethode Gebrauch machen wird.
Der allgemeine Begriff ist zwar systematisch interessant,aber fir die
Anwendung unnétig kompliziert.Wir beanspruchen nicht,eine erschépfende
Klassifikation gefunden zu haben.Ausgehend von den hier aus Beispielen
extrahierten MeBmethoden kann man vielleicht eine systematischere
Klassifikation erreichen.

Wir beweisen zundchst einige Theoreme und fassen die Ergebnisse am
SchluB zusammen.

T15 Jedes globale MeBmodell fiir Fi ist a) ein partielles MeBmodell
fir Fi ,b) einbettbar in ein MeBmodell fir einige Argumente
von Fi mittels eines w , c) ein MeBmodell mit Invarianz = fir Fi
Beweis: a) Es gilt Mpg;Mg .Um D31-a-1 zu erfiillen,erweitert man die
MeBmethode um "redundante" ,aber echte Teilstrukturen. b) Sei X eine
globale MeBmethode fir Ri,)(gMp, X" :={<y;6>/y e X} und <y_i[t];w>e X’
A<y_i[t’];w>e XA tnw=t"nw.Dann ist y_i[t] e X Ay_i[t’]ex und

somit nach D28-a-3 t=t”".Also ist X~ eine MeBmethode fir einige Argu-
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mente von Fi und jedes xe X ist eingebettet in ein x“ ¢ X" in dem Sinn,
daB x“=<x;¢>. ¢) Sei Xt_'-;Mp eine globale MeBmethode fiir R'i, X" :=X und
= ¢ 1?1 xR’i die Identitdt.Offenbar ist = eine Aquivalenzrelation auf
Fi:Dann ist X° eine MeBmethode mit Invarianz fir Fi.Zum Nachweis von
D43-a-3 sei x_;[tleX"A x_;[t"JeX”.Dann ist auch x_;[tleXAx_,[t"]eX,
also nach D28-a-3 t=t” und damit (t)_=(t~’ ) #

Ti6 Jedes partielle MeBmodell fir Fi ist einbettbar in ein MeBmodell
flr einige Argumente von Rl. mittels eines w in einer Teilstruktur
Beweis: Sei Xg_:MK eine partielle MeBmethode fiir Fi und X :={<x;@>/xeX}.
Zum Nachweis von D36-a-3 gelte z_,[tleX Az . [t"JeX” A w=pr ., .. ,(2)

At nw=t’nw.Dann ist z_,[tl=<x_;{t];8> und z_;[t"]=<x_;[t"];¢> mit
x_i[t]e Xl\x_i[t’] e X.Nach D31-a-3 folgt t=t".Jedes xe X ist eingebet-
tet in ein x" e X” in dem Sinn,daB x =<x;¢> #

T17 Jedes MeBmodell fiir einige Argumente von R'i mittels w ist ein
MeBmodell flir einige Argumente von T«’i mittels w in einer Teil-
struktur

Beweis: Fiir jede mengentheoretische Struktur x gilt xCx #

T18 Jedes MeBmodell fir einige Argumente von Ri mittels w in einer :
Teilstruktur ist einbettbar in ein MeBmodell fir einen definierten

t .
1277 n
Beweis: Sei Xg{z/z ::<y;w>nyeMp AW Ry} eine MeBmethode fir einige
Argumente von R'i mittels w in einer Tellstruktur Fir xe X,x=<y;w> gilt

wCRyCr (D){,..,Ay). Wir setzen tg:=Pot(R){h( (D){,...,A}l')\w)),

th =Pot(w) und fir n:=k+l+m-1 seien t’;t:(] respektive definiert

durch Pot(DY),...,Pot(D}),Pot(AY),... Pot(A}),Pot(RY),..,Pot(RY ),

Term fo mittels definierter Terme T

Pot(RY ,), .,Pot(R%). Wir setzen S:={<y; t1,...,t:;tg> /y eM

i+41 p
X=<y;w>e X und t;,...,t:H wie eben definiert}. Dann ist S eine typi-
sierte Klasse mit definierten Termen f .. an Wir definieren
X’:={<y;d1,... dn+1’ >/ 3wi<y; w>eXl\d -Ryn( (D){, ..,A)ll)\w)

- y Y pY y y y
Adn+1-wl\d1,..,dn 1st,respekt1ve,D1,.. AI’R "’Ri-1’Ri+1""Rm)}'

Dann erfillt X° D39-a-3 und 4.Zum Nachweis von D39-a-5 sei

<y;d1,..,dn+v1;do>ex’/\ <y”’;d ..,dn+1;d’>eX’.Dann gibt es w,w” mit
(1) <y;w>eX, <y ;w'>eX, y=<D{,... AVRY, L LRYLRGRY RS

y =<y L AYRY LRI LR LRY L LLRYS, d0=Rin(ri(D1,..,A{)\w),
d(‘)= R)i'}\(ri(D1,...,A)l')\w) und es gilt w’=dn+1=w und D{,..,A){;

R% sind, respektive,gleich d1,...,d und diese,

Y Y Y

R1""’Ri-1’Ri+1’
i i ¥y’ y Yoo py’ y’

respektive,gleich D1, AI’R1 ...,Ri_1,Ri+1,...,Rm.Also

n
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y= <D ,R R ,R R_> ,y’=<D1,..,R ,R >, d_ .=

122 7i-1 i+1°°°’"m i-12 i+1°°° " m 0
Rin(ri(D1,..,Al) W), do=Ri ﬂ(ri(D1,..,Al) Nw). Sei z:=<y;w>.Dann
ist nach (1): z_i[Ri]=<y;w>e X, z_i[R{]=<y‘;w>s X und w=prk+1+m+1(z).
SchlieBlich gilt Rif\w=w=Rir\w.Nach D36-a-3 folgt Ri=Ri,also d=d:
Jedes xe X ist also eingebettet in ein x“ e X“in dem Sinn,daB x=<y;w>

y Y pY Yy Yy Y.pY y Yy
und x“=<y;D%,. AI’R Ri-1’Ri+1""Rm’Ri n (ri(D ,..,Al)\ w)> #

T19 Jedes MeBmodell mit Invarianz fiir Fi ist ein MeBRmodell fir einen

R{,R

definierten Term TO mittels definierter Terme f . .,fn
Beweis: Sei X&M eine MeBmethode mit Invarianz = fur E LFir xe X seid
tg:=Pot((R?):) und t1,.. ty seien,respektive,Pot(D}),.. Pot(Al)

Pot(Rf),..,Pot(R? ) Pot(RY ,), .,Pot(Rx). Wir setzen X~

i+1

{<y; 01,..,A{,RY ] Ry 1,R{+1,.. Ry (RY) _>/y e X}. X* erfillt D39-a-1

bis 4.Zum Nachweis von D39-a-5 sei <y; d . dn d0>e XA <y’;d1,..,d

d0>s X“.Dann ist y= <D1 . ’Ri-1’Ri’R1+1”"Rm>E X, y’=<D1,..,Ri_1,

,Rm>e X und Ri=d und Ri:d: Es folgt nach D43-a-4 (Ri)==

n;
'R"Ri+1"'
(R )_ ,also d=d”.Jedes xe X ist also eingebettet in ein x" e X~ in dem

_ X . X X X X, pX
Slnn daB x -<D1,..,Dk,A1,..., Al’R1""Ri-1’Ri+1""Rm‘(Ri)E> #

Bezeichnen wir die verschiedenen Arten von MeBmodellen bzw.MeBmethoden
in der Reihenfolge ihrer Einfithrung mit den Ziffern 1 bis 6 (also 1 =
globales MeBmodell usw.) und stellen wir die Einbettbarkeit durch
Pfeile dar,so ergibt sich folgendes Diagramm:

Wir konnen hier iberall denselben Pfeil verwenden,weil die verschie-
denen Arten der Einbettung nacheinander ausgefiihrt werden kdnnen und
dadurch eine allgemeinere Einbettung vorgenommen wird.Der durch Hinter-
einanderschaltung der verschiedenen benutzten Einbettungsarten gewonne-

ne allgemeinere Begriff der Einbettung ist dann transitiv,sodaB man die
Pfeile im Diagramm auch so lesen kann,daB fir zwei durch eine Kette

U"(—-b(—w(——ﬂ

gleichgerichteter Pfeile verbundene MeBmethoden die am unteren Ende
allgemeiner ist als die am oberen Ende.Bei dieser Interpretation sind



57

dann die MeBmodelle fir den definierten Term fo mittels der definier-
ten Terme f1,...,fn die allgemeinsten.Alle anderen MeBmodelle lassen
sich in diese einbetten,d.h.jedes MeBmodell kann man auffassen als ein
MeBmodell fir einen definierten Term mittels anderer definierter Terme.

Zugleich sieht man aber,daB die Definitionen umso unibersichtlicher
werden,je allgemeiner die MeBmethode.Man wird daher bei der Untersu-
chung von Beispielen nicht immer den allgemeinsten Begriff verwenden,
sondern den jeweils moglichst speziellsten und einfachsten.

SchlieBlich sei noch bemerkt,dal man aus den verschiedenen betrach-
teten Arten von MeBmodellen noch weitere Mischarten bilden kann.Zum Bei-
spiel bréuchte die eindeutige Bestimmung bei den MeBmodellen fiir ein
definiertes T mittels definierter T,,...,T nicht nur durch die defi-
1""'fn zu erfolgen.Es kénnten neben den f1,...,fn
durchaus auch Komponenten aus dem zugrundeliegenden potentiellen Modell
bei der eindeutigen Bestimmung mitwirken (vergleiche den Beweis von
T18).Wegen der geringen Zahl von ausgearbeiteten Beispielen verzichten
wir hier jedoch auf eine weitergehende systematische Untersuchung der

nierten Terme T

moglichen Arten von MeBmodellen.

13) Fundamentale Messung

SchlieRBlich wollen wir noch kurz zeigen,da die entwickelte Begriff-
lichkeit auch die fir archigone Messung aufgestellten Axiomensysteme
abdeckt.Dies scheint angebracht,weil sich die bisherige Literatur

tiber Messung fast ausschlieBlich mit archigoner Messung beschdftigt.
Wir behandeln zwei Beispiele "fundamentaler" Messung.Im ersten Beispiel
wird eine Nutzenfunktion U in Modellen von PRAF bestimmt.Hier liegt ein
auf v.Neumann zurickgehendes Reprdsentationstheorem zugrunde,nach dem
unter bestimmten Bedingungen (D48-2) die Priferenzrelation < eine
numerische Nutzenfunktion U bis auf lineare Transformationen eindeutig
festlegt.

D48 x ist ein fundamentales SKIZ-MeBmodell fir T gdw
1) x=<A;[0,11, R;W, < ,w*,Us; 2) <A;[0,17, R;W, < ,w*> e M(PRAF);
3) U:W - R; 4) Vw,we WY ael0,1]: _
4.1) w<w” gdw U(w) <U(w"); 4.2) U(awt(1-a)w )=al(w)+{1-a)U(w")

Die Bedeutung der Grundbegriffe wurde schon im AnschluB an D26 er-
ldutert.U ist eine "Nutzenfunktion",die jeder Mischung we W den Nutzen
U(w) zuordnet,den die Person aus der Wahl dieser Mischung zieht.Durch
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4_ 1 und 4.2 wird die Nutzenfunktion U mit < in Verbindung gebracht.
Unter den in D26-c-2 gemachten Voraussetzungen ist U durch 4.1 und 4.2
bis auf lineare Transformationen eindeutig bestimmt.Man kann also die
Axiome fiur M(PRAF) als hinreichende Bedingungen fir die Nutzenbestim-
mung ansehen.

J20 X:={x/x ist ein fundamentales SKI,-MeBmodell fur U} ist eine
SKI1,-MeBmethode fir i) ‘
Beweis: Zu <A;[0,1], |R;w,-<,w*> ,das D26-¢-2 erfillt,gibt es ein U,
welches D48-4 erfillt und U ist eindeutig bis auf lineare Transfor-
mationen bestimmt ([Fishburn,1970]1,Theorem 8.4,5.112).Hieraus ergibt

sich D46-a-3.DaB X eine Strukturart ist,rechnet man leicht nach #

Als zweites Beispiel dienen die positiven,abgeschlossenen,extensiven
Systeme von [Krantz et al.,19711,5.73.Zum Verstdndnis von D49 defi-
nieren wir a~b als Abklrzung fir a$bab=$a, a<b als Abkiirzung fiir
ax¥b an(bga). Fir n ¢ N wird na induktiv definiert durch tla=a,
(n+1)a=(na)ea (vergleiche die untigen Erlduterungen).

-w x ist ein fundamentales SKI,-MeBmodell fiir extensive GréBen gdw
1) x=<D,{,92,s> ; 2) D ist eine nicht-leere Menge;

3) £€DxD ist reflexiv,transitiv und konnex; 4) e:DxD-D und
fir alle a,b,ceD gilt 4.1) ao(bec)=(aeb)ec;

4.2) axb —aecgboec —coagcob;

4.3) a<b - ¥Yc,deD3An e N( naec=<nbod)
4.4) a<aob;

5) s:D = |R und fir alle a,beD gilt:

5.1) a=#b —~s{a)<s(b); 5.2) s(aeb)=s(a)+s(b)

T21 X:={x/x ist ein fundamentales SKI,-MeBmodell fiir extensive GroBen}

ist eine SKI,-MeBmethode fir s '
Beweis: Axiome 2 bis 4.4 sind genau die einer "closed extensive posi-
tive structure" in [Krantz et al.,19711,S.73.Nach dem dortigen Theorem 1
auf S.74 gibt es bis auf einen positiven Faktor genau eine Funktion s,
fiir die D49-5 erfillt ist.Damit ist (s) R,1 eindeutig bestimmt #

In D49 steht £ fir eine Vergleichsoperation: a<b bedeutet,daB a in
einem jeweils zu spezifizierenden Sinn "kleiner oder gleich" b ist.
aob=c bedeutet,daB ¢ das Resultat der Konkatenation ("Verkettung",
"Zusammenfligung") der beiden Objekte a und b ist.4.3 ist eine Form des
Archimedischen Axioms.K&nnte man mit o wie mit + rechnen,so wdre die
Bedingung naecgnb ed dquivalent mit c-d=£n(b-a),d.h.jedes vorgegebene
noch so groBe Objekt (c-d) wird von einem geeigneten n-fachen von (b-a)
‘Ubertroffen,wenn nur n groB genug ist.Die restlichen Axiome sind un-
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mittelbar klar.Konkrete Beispiele fir solche MeRmodelle erhdlt man z.B.
mit D als einer Menge von Gewichten und einer Balkenwaage,beziglich
derer ax%b bedeutet,daB die Schale,auf der a liegt,nach oben geht und
aeb=c,daB a und b auf die gleiche Waagschale gelegt werden (als ver-
kettetes Objekt c¢).0der man wdhlt D als Menge von Punktepaaren auf
festen Kérpern,a<b als anzeigend,daB die Strecke. zwischen den beiden
Punkten von a kirzer ist als (oder gleichlang wie) die Strecke zwischen
den beiden Punkten von b,und aob=c als mitteilend,daB die durch a ge-
gebene Strecke,an die durch b gegebene entlang einer Geraden angefiigt,
‘genauso lang ist wie die durch ¢ gegebene.

Betrachten wir die beiden Beispiele -als stellvertretend fir viele
andere- im Lichte der am Kapitelanfang eingefihrten Vorstellung,dafB
ein MeBmodell einen einzelnen MeBvorgang erfassen soll,so sehen wir,daB
diese Vorstellung hier nicht anwendbar ist.Wie sollte ein solcher Vor-
gang aussehen? Man miBte ihn als eine riesige Menge einzelner Bestim-
mungsoperationen zur Bestimmung jeweils von Propositionen der Form
ax¥b oder ao b=c auffassen und selbst dann wdre aus den angegebenen
Axiomen noch nicht klar,wie groB der gemessene Wert (U(w) oder s(a))
ist. .

Wir stellen fest,daB Axiomensysteme fir "fundamentale Messung"
(obzwar als MeBmodelle konstruierbar) keine einzelnen MeBvorgdnge er-
fassen und beschreiben.Inwiefern redet man dann bei ihnen iiberhaupt
von Messung? )

"Messen" bedeutet seiner griechischen Wurzel nach auch "zahlen",
aber mit "messen" verband sich von Anfang an die Bedingung,"Gleiches"
(gléiche Einheiten einer "teilbaren,homogenen Substanz") zu zdhlen.

Die bei fundamentalen Systemen auftretenden Axiome stellen sicher,daB
man einen Gegenstandsbereich hat,in dem man "Objekte" vergleichen,
"Gleichheit der Quantitdt" feststellen und Objekte in irgendeiner '

~ Weise zu groBeren Objekten "zusammenfiigen" kann,in dem also die Gesamt-
heit der Objekte eine solche "teilbare,homogene Substanz" bildet.Dies
ist besonders klar bei konkreter Interpretation von D49-4.1 bis 4.4,
aber auch D26-c¢-2 hat genau diese Funktion.Die Axiome fir fundamentale
Systeme dienen dazu,einen Gegenstandsbereich so zu charakterisieren,
daB in ihm Messung méglich wird.Sie sind hinreichend oder konstitutiv
fur die~Mbglichkeit von Messung.Sie beschreiben aber keine MeRvorgédnge.



IV MERKETTEN

14) Definitionen

MeRketten bilden ein wichtiges Beispiel fiir die in Kap.III angedeutete
Strategie,komplexere Situationen im Kontext von Messung mit Hilfe von
MeBmodellen als einfachsten Elementen zu énalysieren.Andere Beispiele
findet man in [Gdhde,1983],5.39ff und 62ff und [H&ndler,1984].Eine
unserea) MeBketten dhnliche Begriffsbildung findet sich in [Glymour,19801],
Chap.V.

Die intuitive Idee einer MeBkette ist hochst einfach.Eine MeBkette
besteht aus einer endlichen Folge von MeBmodellen,die miteinander "ver-
kettet" sind.Die Art der Verkettung kann von Fall zu Fall verschieden
sein.Meist "iiberlappen" sich je zwei "benachbarte" MeBmodelle in der
Kette,scdaB eine Querverbindung zwischen ihnen hergestellt werden kann.
Auch der Zweck solcher MeBketten 1&Rt -sich leicht angeben.Er besteht da-
rin,MeBwerte und damit Information,die in bestimmten MeBmodellen er-
mittelt wurde , in andere MeBmodelle zu iibertragen,wo sie als Ausgangs-
basis (als "bekannt vorausgesetzt") fir die Durchfihrung weiterer Mes-
sungen dienen.

Die so zustandekommende Informationsibertragung kann man systema-
tisch als auf zwei verschiedene Ziele hin gerichtet interpretieren,die
auch beide in der Praxis verfolgt werden.Das erste Ziel besteht in der
ErschlieBung neuer,zundchst unzugédnglicher Bereiche fir Messungen.Das
zweite Ziel besteht in der Zurickverfolgung der bei einer Messung als
bekannt vorausgesetzten Daten.Bei Verfolgung des ersten Ziels beginnt
man mit einer oder mehreren Messungen.Die dabei gemessenen Werte bringt
man in eine oder mehrere andere Messungen als Ausgangsdaten ein und er-
hdlt mit ihrer Hilfe weitere neue MeBwerte und so weiter.Bei Verfolgung
des zweiten Ziels analysiert man eine Messung beziiglich der bei ihr als
bekannt vorausgesetzten Daten.Man iberlegt,durch welche anderen MefRver-
fahren man diese Daten aus weiteren anderen Daten ermitteln kann oder
friher einmal ermittelt hat und so weiter.

Es ist ziemlich klar,daB der systematische Begriff der MeBkette,der
beiden Richtungen des Vorgehens entspricht,der gleiche und also neutral
gegeniiber der Verfolgung beider Ziele sein wird.Wir wollen zundchst den
Begriff der MeBkette méglichst allgemein explizieren und einige weitere
Begriffe einfiihren,die fir die Darstellung der beiden Rollen von MeB-
ketten (hier im Rahmen einer Theorie) nltzlich sind.
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Fiir den Rest dieses Kapitels sei wieder T=<Mp,M,Q,I> eine empirische
Theorie mit potentiellen <k,l,r1,...,rm>-Modellen.

Zundachst ist es zweckmdRig,eine Notation festzulegen,die in einem
MeBmodell die "als bekannt vorausgesetzten" und die "zu messenden"
Werte oder Teile des MeBmodells unterscheidet und explizit macht.Der
Einfachheit halber gehen wir dabei gleich vom allgemeinsten Begriff
des MeBmodells aus Kap.III aus,ndmlich dem eines MeBmodells fir den
definierten Term T mittels der definierten Terme f1,...,fn.Nach D39-a
hat ein solches MeBmodell die Form x=<y;d1,...,dn;do>,wobei y ein
potentielles Modell der einschldgigen Theorie ist und do,...,dn Ele-
mente der Komponenten von Tupeln der in y definierten Komponenten
ty,ty,...,t% (vergl.D39 und die zugehorigen Erlduterungen).Nach den
Theoremen 15 bis 19 laBt sich jedes MeRBmodell anderer Art in ein MebB-
modell der vorliegenden Form einbetten.Um zum Beispiel ein globales

MeBmodell fir Ri in dieser Form zu schreiben,wdhlt man ty:=Pot(R{),

n:=m-1,t§:=Pot(R§) fiir je{t,..,m~{i}.

D50 Sei x=<y;d1,...,dn;do> ein MeBmodell fir den definierten Term T
mittels der definierten Terme f1,...,fn.
a) V(x):={d1,...,dn} heiRt die Menge der in x vorausgesetzten Daten

b) D(x):= d0 heiBt das in x zu messende Datum

D51 L ist eine MeBkette (in T) gdw es XqsennaXy gibt,sodaf
1) L=<Xq,eeuX > 2) n sJN'?n> 1
3) fir allei<n gibt es fl,f;,T..,f;(i) ,sodaB X5 ein MeBmodell
fir den definierten Term t! mittels der definierten Terme

1 =i . )
t1""’tn(i) in T ist

4) Vi<n3j(i<j;nAD(H)sVUjH
Eine MeBkette besteht also aus mindestens zwei MeBmodellen.Bedingung
4 beinhaltet den "Kettencharakter".Jedes gemessene Datum D(xi),mit
Ausnahme des letzten,muB in einem "spdteren" (i< j) MeBmodell der
Kette als Voraussetzung benutzt werden.Der in X; gemessene Wert geht
also als Voraussetzung in die spdtere,durch xj erfalBte Messung ein.

Wir betrachten hier nur endliche MeBketten.Es kann zwar vorkommen,
daB man streng genommen unendlich viele Werte als bekannt voraussetzen
muB,um einen neuen Wert zu messen (etwa wenn man die Ableitung einer
Ortsfunktion durch die angenommenen Orte messen will),aber solche MeR-
verfahren kann man real nicht durchfihren.Man wird in solchen Fallen
immer theoretische Zusatzannahmen machen (z.B.iber die Form der Orts-
funktion),aufgrund derer man mit endlich vielen vorausgesetzten Werten
auskommt.Trotzdem sind auch unendliche MeBketten der angedeuteten Art
von wissenschaftstheoretischem Interesse,vor allem,wenn man die Oko-
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nomische Leistung theoretischer Terme und theoretischer Annahmen her-
ausarbeiten will.D51 14Bt sich miihelos auf abzdhlbare MeBketten erwei-
tern.Fir tberabzdhlbare Ketten miRte man von der ndtirlichen Ordnung

< auf N zur Ordnung in einer Ordinalzahl Ubergehen.Ansonsten bleiben
die Bedingungen von D51 unverdndert. )

’ FaBt man die Elemente von LI{V(Xi)/ié nju {D(xi)/ié n} als "Knoten"
und die in jedem MeBmodell X zwischen den Elementen von V(xi) und
D(xi) vorliegenden Beziehungen als "Fdden" auf,so kann man sich eine
MeRkette als einen endlichen,transitiven,gerichteten Graphen mit ein-
deutigem Endpunkt vorstellen.

VD(x3)

D(xz)

Vom obersten Knoten verlaufen verschiedene Faden nach unten.Der jeweils
unterste Knoten eines Fadens stellt einen beziiglich der ganzen Kette
als bekannt vorausgesetzten Wert dar.Die restlichen Knoten auf einem
Faden (auBer dem obersten) stellen sowoh!l zu messende als auch voraus-
gesetzte Daten dar.Fir je zwel solche,unmittelbar durch einen Faden
verbundene Knoten gibt es ein MeBmodell Xy in der Kette,sodaB der

obere Knoten gleich D(xi) ist und der untere ein Element von V(xi).

In der obigen Figur sind zwei MeBmodelle durch Kdstchen angedeutet.
Geht man von einem Knoten zu den unmittelbar unter ihm liegenden,iber
Fdden erreichbaren Knoten,so bilden diese die Menge der im betreffenden
MeBmodell vorausgesetzten Daten.In der Figur ist z.B. V(x7)={D(x5),
D(X4),D(x6),D(x3),a}.

Ein endlicher gerichteter Graph ist eine Struktur G=<K,<> ,bestehend
aus einer endlichen Menge K (von "Knoten") und einer zweistelligen Re-
lation <<€KxK."a<b" bedeutet,daB ein Faden von a nach b verlduft.
Wir nennen G transitiv,wenn < transitiv ist.Und daB G einen eindeutigen
Endpunkt hat,soll heiBen Fa e K¥b ek(béa, ~ dne|NFa,...a ¢ K

(a1=bt.an=aoA Vic n(ai< a ))). a_ ist hier der “"Endpunkt" (etwa

i+1 0
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D(x7) in obiger Figur) und die Bedingung besagt,daB von jedem Punkt
b#a  ein Faden,eventuell iber Zwischenstationen a,,...,a, 4 zu a,
fihrt. Jeder derartige Faden entspricht intuitiv einer Kette von Daten.
Da aber in manchen Knoten mehrere Fédden zusammenlaufen,kommen wir nicht
mit diesen einfachsten Ketten aus,sondern missen ganze Graphen betrach-
ten.

Bei einer MeBRkette L=<x1,...,xn> wire K:=V {V(xi)/iirﬂtJ{D(xi)/
i<n} zu wahlen und < zu definieren als die transitive Hille der durch
a <’b gdw 3i <nf{a sV(xi)A b=D(xi)) gegebenen Relation <’. (Die
transitive Hille < von <~ ist die Menge {<a,b> eKZ/ 3‘31"'an€ K
(a1=a/\an=b A Vi <n(ai <’ai+1))}). Man rechnet ohne Mihe nach,daB der
so aus L definierte Graph <K,<> in der Tat ein endlicher,gerichteter

Graph mit eindeutigem Endpunkt D(xn) ist.

D52 Sei L=<xy,...,x,> eine MeBkette.
V(L):=(U {V(x;)/ignb)N( {D(x;)/1<n}) heiBt die Menge der

in L vorausgesetzten Daten

In L vorauégesetzte Daten sind jene,die in irgendeinem MeRmodell von L
vorausgesetzt und nicht durch ein anderes MeBmodell von L "produziert"
werden.Beziiglich der zu messenden Daten wollen wir uns nicht festlegen.
Man kdnnte zwar D(xn) als Kandidaten ins Auge fassen,was aber im Lichte
des Beispiels in Abschnitt 2.2) unten eine unangenehme Einschrdnkung
bedeuten wiirde.

Wie schon angedeutet,kann man MeBketten zum einen als Mittel zur
VergréBerung des meBbaren Bereichs ansehen.Da eine solche VergréBerung
oder Erweiterung fir den Bestdtigungsbegriff relevant ist,lohnt sich
eine genauere Explikation,die allerdings nicht ohne pragmatische Kom-
ponente bleiben kann.Wir konzentrieren unsere Aufmerksamkeit auf die
Argumente,bei denen die jeweiligen GroBen gemessen werden.Alternativ
kdnnte man auch von den durch Messung erhaltenen atomaren Sdtzen
(Basissdtzen) ausgehen.

D53 a) Z(T) ist die Menge der zugdnglichen Objekte von T gdw
fir alle w: we Z(T) gdw es eine MeBmethode B fiir den definierten

Term T mittels definierter Terme T1,...,fn und y e B gibt,sodaB
1) w eDom(ty); 2) real(y); 3) y erfaBt eine real durchgefihrte
Messung

b) der Bestatigungsbereich B(T) von T wird definiert als die

Menge .B(T)=U{D)J.(UA);/X elAj<kaicgll}

¢) Der Vermutungsbereich H(T) von T wird definiert durch
H(T):=B(T)N Z(T)

Ein zugdngliches Objekt w ist,grob gesprochen,ein Objekt,das irgend-
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wann bei einer Messung schon einmal als Argument gedient hat.Es muf

ein MeBmodell y (fir einen definierten Term T) geben,sodaB w im Defi-
nitionsbereich von t  liegt (D53-a-1) und y eine tatsdchlich durchge-
fiihrte Messung erfalt (D53-a-3).Bedingung a-2 folgt intuitiv aus a-3,
denn eine tatsdchlich durchgefithrte Messung liefert natidrlich ein
reales MeBmodell .Formal gesehen 1dBt sich aber Bedingung a-3 in unserem
Rahmen nicht prédzise ausdriicken,sodaB wir den formal prédzisierbaren
"Anteil" von a-3,eben a-2,explizit anfihren.Wir bemerken,dal a-3 auch
intuitiv nicht aus a-2 folgt,weil sich unfer den intendierten Anwendung-
en auch solche Systeme befinden,die noch nicht untersucht und gemessén
wurden.

Die Menge der zugdnglichen Objekte entspricht in gewisser Weise der
"Beobachtungsbasis",denn letztere erhdalt man durch zusdtzliche Auf-
listung der bei Messung an den Objekten von Z(T) erhaltenen MeBwerte
und den zugehdrigen atomaren Aussagen der Form "t{w)=u" bzw."t{(w)#u".

Diese Auffassung rechtfertigt es,den Bereich aller Objekte,die in
intendierten Anwendungen vorkommen,als Bestdtigungsbereich (D53-b) und
die Differenzmenge (D53-c) als Vermutungsbereich zu bezeichnen.Fir 0b-
jekte aus dem Vermutungsbereich wird eben vermutet,daB die Messung der
Relationen der Theorie bei diesen Objekten als Argumenten zu Ergebnissen
fiihrt,die die empirische Behauptung nicht widerlegen und somit in ge-
wissem Sinn bestdatigen.

Es ist nun klar,wie man MeRketten benutzen kann,um die Menge der zu-
gdnglichen Objekte zu erweitern und damit den Vermutungsbereich einzu-
schréanken.Wir nennen ein Objekt w e H(T) unzugdnglich beziglich Messung
des definierten Terms T,wenn es keine praktisch durchfihrbare MeBmethode
gibt,sodaB w im Definitionsbereich eines MeBmodells dieser Methode
liegt.Mit anderen Worten: es gibt kein praktisch realisierbares MeRmo-
dell x,in dem man tx(w) messen konnte.Diese Charakterisierung ist na-
tirlich ziemlich schwammig und hdngt stark davon ab,was man als prak-
tisch durchfiihrbar ansieht und wie weit man den Begriff eines MeBmodells
faBt.Eine Art von Fortschritt besteht gerade darin,neue MeBverfahren
fur unzugdngliche Objekte zu entwickeln.Daher ist der Begriff deé unzu-
gdnglichen Objekts historisch und pragmatisch relativiert aufzufassen.
Hat man aber einmal -unter dieser Relativierung- ein unzugdngliches
Objekt w,so kann es vorkommen (und kommt auch vor),daB man w auf Um-
wegen,eben iiber eine MeBkette,zugdnglich macht.Man muB einfach geeig-
nete MeRmodelle finden oder konstruieren,die,aufeinander aufbauend,
praktisch realisierbar sind,sodaB das zundchst unzugdngliche w schlieB-
lich im Definitionsbereich des letzten MeBmodells der Kette liegt.O0ft
kann man dann hinterher,nachdem man die Kette "erfunden" hat,alle Glie-
der der Kette zu einem einzigen MeBRmodell vereinigen,sodaB die Kette
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im Prinzip Uberflissig wird.Wenn man aber darauf besteht,daB ein ein-
zelnes MeBmodell. stets nur einen MeBvorgang,der zur Ermittlung eines
Datums fuhrt,erfalBt,so wird eine solche nachtrdgliche Vereinigung der
MeBmodelle der Kette nicht immer zu einem MeBmodell fihren.

Die zweite Funktion von MeBketten besteht darin,die bei einer Mes-
sung als gegeben vorausgesetzten Werte "nach unten" oder jedenfalls
weiter zu hinterfragen.Auch diese Funktion ist fir die Bestdtigungs-
problematik relevant.

Man geht aus von einem realen MeBmodell x und iberlegt,woher man die
in x vorausgesetzten Daten,die Elemente von V(x),genommen hat.0ft wer-
den solche Daten durch Benutzung anderer Theorien ermittelt,die von der
vorliegenden Theorie T verschieden sind (z.B.wenn die Daten aus der
Messung T-nicht-theoretischer GroBen gewonnen werden,vergl.Kap.VII).
Man kann dann MeBmodelle in den anderen Theorien analysieren und erhdlt
eine (hier nicht zu behandelnde) "theorielibergreifende" MeRkette.

Das ist aber durchaus nicht der Regelfall.Bei der Messung fir einige
Argumente eines Terms T fungieren Werte,die t (genauer: eine Realisie-
rung von T im MeRmodell) bei anderen Argumenten annimmt,als vorausge-
setzte Daten.Man kann dann weitere MeBmodelle analysieren,mit denen sich
die vorausgesetzten Daten aus wigler anderen Daten bestimmen lassen und
erhdlt eine MeBkette.0ft kommt es vor,daB eine so entstehende MeRkette
ganz zur betrachteten Theorie T gehdrt,d.h.daB alle MeBmodelle der
Kette potentielle Modelle oder Teilstrukturen von T sind.Solche Mef-
ketten treten typischerweise bei der Messung T-theoretischer GrdéBen
auf und beinhalten in der Regel eine Erweiterung des zugdnglichen Be-
reichs von T.

15) Beispiele von MeBketten

15.1) Einé MeBkette zur Bestimmung der Masse eines Jupitermondes

Die hier beschriebene MeBkette erfaBt nicht den historischen Verlauf
der Massenbestimmung der Jupitermonde.Historisch erfolgte die Be-
stimmung mittels der sogenannten Storungsrechnung.Die hierygeschilderte
MeBkette stellt eine systematische Alternative dar,die wohl auch zu
brauchbaren Werten fihren wirde.

Die MeBkette besteht aus drei MeBmodellen mit je zwei Partikeln.Das
erste MeBmodell enthdalt die Erde E und die Sonne S,das zweite die Sonne
und Jupiter J,das dritte Jupiter und den betrachteten Jupitermond M.In
jedem MeBmodell wird das erste Keplersche Gesetz,nach dem sich der
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"duBere" Himmelskdrper auf einer Ellipse um den Zentralkdrper bewegt,
als giltig angenommen und ferner das dritte Keplersche Gesetz "in New-
tonscher Form".Das dritte Keplersche Gesetz besagt in der originalen
Version,daB sich die Quadrate der Umlaufzeiten zweier "&uBerer" Himmels-
kérper wie die Kuben der grofBen Halbachsen ihrer Ellipsen verhalten.
Dieses Gesetz 1dRt sich durch Einfiihrung einer Konstanten auf den Um-
lauf eines einzelnen Planeten ilbertragen und in der Newtonschen Version
hdngt diese Konstante (im Gegensatz zu Kepler) von den Massen der be-
teiligten Korper ab.In jedem MeBmodell 1dBt sich die Masse des einen
Kérpers aus der des anderen,sowie Umlaufzeit,groBer Halbachse und Gra-
vitationskonstante berechnen,sodaR sich durch Hintereinanderschalten der
drei MeBmodelle die Masse des Jupitermondes aus der Erdmasse bestimmen
laBt.

Die analytische Behandlung des Zwei-Kdrper-Problems,das sich hier
bei einer Formulierung mittels Gravitationskrdften ergibt,stellt zwei-
fellos einen HGhepunkt der theoretischen Physik dar.Wir wollen diesen,
zwar eleganten,aber doch komplizierten Weg vermeiden und begniigen uns

‘'mit etwas plumperen MeBmodellen,die sich aus der analytischen Behand-
lung des Zwei-Koérper-Problems bei geeigneten Anfangsbedingungen erge-
ben (vergleiche [ Goldstein,1950 1,Kap.3).Wir beschreiben zundchst ein
einzelnes MeBmodell der angedeuteten Art.

D54 x ist ein Kepler-Newton-MeBmodell beziiglich p,p".y (xeKN(p,p;v))
gdw 1) x=<P;T,|R3,!R;e P sM,e> 5 2) P={p,p”} und pép~,
0:{1,2} ~P, o(1)=p und ©(2)=p"; T=[R und yeRY ; 4) 8,:T = R
und ro:T ~ R sind €7 5 5) mip o~ Rt 6) es gibt g,b e R* und UeT,

sodaf: b<aund VteT: r_(t)= b
6.1) = P VAR
a (1t +/1 - =— cos(e_(t)))
2 p
a

6.2) VteT( ep(t+U)=ep(t)/\ b

6.3) Vit eT( VteT ( 8, (t+t) =0 (t) Ar (t+t )=r (t)) - Ugt’)
6.4) a3/u%=(y/4x%)(n(p)+m(p~))

- p” stellt den Zentralkdrper dar und p den wumlaufenden Kdrper.Die Ab-
bildung ¢ ist aus rein technische Grinden erforderlich,damit man sich
eindeutig auf die Partikel beziehen kann.Streng genommen -kann man nam-
lich bei Indizierung mit p und p” z.B.bei 8 _  nicht wissen,welches Ele-

(t+U)=rp(t))

ment von P nun als Index dient.Genauer miBte man daher (z.B.in T23
unten) a¢(1) schreiben.Wir sparen uns aber diese formale Umstdndlich-
keit per Konvention.Als Zeitintervall haben wir der Einfachheit halber
ganz R gewdhlt (D54-3). 4 ist die Gravitationskonstante.Wir stellen
uns an p~ festgemacht ein zweidimensionales Bezugssystem vor.Relativ
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zu diesem erfassen ep und rp den Winkel,den der Ort von p mit der
1-Achse bildet und den ‘Abstand zwischen den Orten von p und p~ in Ab-
hdngigkeit von der Zeit.Da ep und rp zur Beschreibung des Systems ge-
niigen,brauchen wir keine Ortsfunktion einzufiihren. m ist die Massen-
funktion.D54-6.1 ist eine Ellipsengleichung zwischen rp und ep (erstes
Keplersches Gesetz). a und b sind die Ldngen der grofRen und der kleinen
Halbachse der Ellipse.Wenn der Abstand r_{(t) von p zu einem der Brenn-
punkte in Abhdngigkeit vom Winkel ep(t) der Gleichung 6.1 genigt,dann
muB der Ort von p im Lauf der Zeit eine Ellipse um diesen Brennpunkt
beschreiben.U ist die Umlaufzeit von p,d.h.nach Bedingungen 6.2 und
6.3 die kleinste Zahl t*,die,zu einem Zeitpunkt t addiert,die gleichen
Werte fir ep und rp liefert,die diese zu t hatten.Bedingung 6.4 stellt
die Newtonsche Version des dritten Keplerschen Gesetzes dar: das Qua-
drat der Umlaufzeit ist der dritten Potenz der groBen Halbachse propor-
tional und der Proportionalitdtsfaktor hdngt von den Massen beider
Teilchen und der Gravitationskonstanten ab.Es wdre plausibel,auch das
zweite Keplersche Gesetz (den "Fldchensatz") zu fordern.Aber dazu
braucht man eine Ortsfunktion,sodaB wir uns den Aufwand sparen,zumal
das Gesetz in die Messung nicht explizit eingeht.

Nach D54-6.4 ist m(p) durch m(p”),y,a und U eindeutig bestimmt.
6.1 bis 6.3 dienen lediglich dazu,a und U eindeutig festzulegen.Man
erhdlt also zundchst formal eine MeBmethode fir einige Argumente von m
mittels eines w,wobei w={<p”,m(p~)>}. ‘

T22 a) Ist xeKN(p,p“,y),s0 sind die nach D54-6 existierenden Zahlen
a,b,U in x eindeutig bestimmt
b) Fir festes vy elRT ist X:={<x;w>/3p,p (xeKN(P,p ,v)A
w={<p’,mx(p’)>})} eine MeBmethode fiir einige Argumente von m
mittels w
Beweis: a) Ist D54-6.1 bei gleichen e_. und rp fir a,b und a“,b” er-
fillt,so folgt a=za” und b=b".Gibt es U,U",fiir welche bei gleichen ep
und rp 6.2 und 6.3 gelten,so folgt U=UI b) Wir wdhlen als Mp die Klasse
aller Kepler-Newton-MeBmodelle beziiglich beliebiger p,p”,y.X ist eine
Strukturart.Aus <x_s[ml;w>e X A <x_3Im ];w>e XAmAw=n"Nw={<p”,m(p")>}
folgt nach D54-6.4 m(p)=m°{(p),also m=m~"#

Diese Art,die Kepler-Newton-MeBmodelle zu behandlen,ist inhaltlich un-
befriedigend,weil die Werte,die man tatsdchlich voraussetzt bzw. durch
andere Methoden miRt,ndmlich Lange der groBen Halbachse und Umlaufzeit,
nicht explizit gemacht werden.Das 1dBt sich aber leicht bewerkstelli-
gen,indem man zu einer MeBmethode fiir definierte Terme ibergeht.Nach
T22-a sind ja a und U eindeutig bestimmt.



D55 Sei x ein Kepler-Newton-MeBmodell beziiglich p,p”,vy.
a, = die nach T22a in x eindeutig bestimmte Zahl a
Ux:= die nach T22a in x eindeutig bestimmte Zahl U
T23 Fir gegebenes ye|R+ sei Yi={x/3Ip,p (xeKN(p,p“,v))}, 5:={{ax}/XeY},
U:={{U,}/xeV}, ﬁ1:={{<¢X(1),mx(¢x(1))>}/x e Y} (d.h. ﬁ1=
{{<p,m (p)>}/xe Y}) und ﬁzz={{<p’,mx(p’)>}/xE Y}.Dann ist
X:={<x;d1.dz,d3;d>/ Ip,p (xe KN(p,p’,y)Ad=mx(p) Ady=a, Ady=U, A
d3=mx(p’))} eine MeBmethode fiir den-definierten Term ﬁ1 mittels
der definierten Terme a,U und ﬁz
Beweis: S:={<y;{ay},{Uy},{<p’,my(p’)>};{<p,my(p)>}>/ye KN(p,p”,vy)} ist
eine typisierte Klasse mit definierten Termen 61,5,U,ﬁ2 und X steht zu
S in der in D39-a geforderten Beziehung.X ist eine Strukturart.Aus
<x;ax,Ux,mx(p’);mx(p)>e X/\<y;ax,Ux,mx(p’);m;(p1)> e X folgt p,=p” und
damit nach D54-6.4 mx(p)=m;(p1) #
Bei dieser Auffassung ist fir ein MeBmodell xeKN(p,p~ ,y) V{(x)=
{ax,Ux,mx(p')} und D(x)= mx(p) .Wir haben also in der Tat die bei Mes-
sung vorausgesetzten Daten explizit gemacht und in V(x) gesammelt.
Unsere MeBkette erhalten wir nun durch Hintereinanderschaltung,wobei
wir die Konvention verwenden,daB jeweils das erste hingeschriebene

Element einer Menge {p,p”} den Wert von ¢(1) darstellt,also p=e(1).

D56 L ist eine MeBkette zur Massenbetsimmung eines Jupitermondes (be-

ziglich y) gdw es Pi-q; (i=1,2,3) gibt,sodaB 1) L= <Xy aXp,Xg>3

2) fir i=1,2,3 ist X5 eKN(pi,qi,Y) ;0 3) Py=9, und p2‘=q3 ;
4) Vpelpy,..,q31¥i,j<3( peP;n Py =~ my(p)=m;(p))

Setzen wir E,S,J,M fir "Erde","Sonne","Jupiter" und "Jupitermond",so

lassen sich die Bedingungen 2 und 3 zusammenfassen zur leichter les-
baren Aussage x, ¢ KN(S,E,y) A Xy € KN(J,S,Y).AX3 e KN(M,Jd,y).In X4

spielt die Erde die Rolle des Zentralkdrpers.Das sieht zwar merkwirdig
aus,ist aber wegen der Symmetrie von D54-6.4 in p und p” mdglich und
erspart uns die Definition eines zusdtzlichen MeBmodells.AuBerdem haben
wir in den Erlduterungen zu D54 das Bezugssystem nur aus Grinden der
Anschaulichkeit in den “Zentralkérper" gelegt.Vom Formalen her kann man
es beliebig wdhlen,also auch an dem umlaufenden Kdrper festmachen.Dann
ruht eben dieser (im Bezugssystem) und der "Zentralkorper" beschreibt
um ihn herum genau die gleiche Ellipse wie vorher der erste um den
letzteren.In X5 lduft Jupiter um die Sonne und in X3 der Jupitermond

um den Jupiter herum.Bedingung 4 ist die Identitdts-Querverbindung fiir
die Masse: Teilchen,die in verschiedenen Systemen vorkommen,sollen

dort identische Massen haben.Nach T23 ist in x, die Sonnenmasse m1(S)
eindeutig durch die Erdmasse m1(E),die groBe Halbachse der Sonnenbahn
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as,die Umlaufzeit der Sonne US und vy bestimmt.Aus D56-4 erhdlt man
m1(S)=m2(S).In X, ist wieder nach T23 mZ(J) eindeutig durch mz(S),aJ,
U, und y bestimmt,sodaB man insgesamt die Jupitermasse m2(J) auf m1(E),
aS’aJ’US’UE und v zuriickgefihrt hat.Mit D56-4 erhdlt man mZ(J)=m3(J).
In X3 ist m3(M) durch m3(J),aM,UM und v eindeutig bestimmt und man er-
hdlt schlieBlich die gesuchte Masse des Jupitermondes aus m1(E),aS,aJ,
aM,US,UJ,UM und v .Da die Halbachsen und Umlaufzeiten durch Entfernungs-,
Winkel- und Zeitmessungen meRbar sind,hat man also die Masse des Jupi-
termondes auf die Erdmasse und Raum-Zeit-Messungen zuriickgefihrt.Durch
formalen Nachvollzug dieser Uberlegung erhdlt man den Beweis des
folgenden Theorems.

T24 Ist L=<x1,x2,x3> eine MeRBkette zur Massenbestimmung eines Jupiter-
mondes beziglich y ,so ist V(L)={m1(E),as,aJ,aM,US,UJ,UMn} ,
D(L)=m3(M) und D(L) ist durch V(L) eindeutig bestimmt

15.2) Eine MeBkette zur Prdferenzbestimmung

Man méchte in einem Okonomischen System die Prdferenzrelation < einer
bestimmten Person bestimmen.Ein "passendes Argument" besteht hier aus
einem Paar <a,b> von "Alternativen”,zwischen denen die Person wéhlen
kann und die Messung aus der eindeutigen Zuordnung eines Wahrheits-
wertes zur Aussage "a<b" ("b wird vor a vorgezogen").Die unbeschrdnkte
Prdferenztheorie verlangt der Person die Fdhigkeit ab,alle "erreichbaren"
Alternativen in ihrer Prédferenzordnung einzustufen.Es kann daher vor-
kommen,daB im System zwei Alternativen a,b auftreten,die fiir die Person
zwar im Prinzip,jedoch unter realistischer Einschdtzung ihres Lebens-
wandels und Charakters nicht erreichbar sind,z.B.ob sie lieber Post-
minister oder Vorsitzender des Verteidigungsausschusses wdre.Natiir-
lich kann man die Person trotzdem einfach fragen,welche Alternative sie
lieber hdtte.Die Antwort ist dann aber wenig verldBlich.Man kdnnte der
Person auch beide Alternativen real anbieten,aber das ist meist zu
teuer.Ein dritter Weg besteht darin,die Person in ein Labor einzuladen,
in dem sie beziglich ihrer Prdferenzen getestet wird.Bei geschickter
Anordnung kann der Experimentator zwischen a und b eine "Kette" von
anderen Alternativen testen,sodaB fir jedes Paar beobachteter Alter-
nativen in der Kette die Entscheidung leicht fdllt und zum SchluB
mittels der Transitivitdtsbedingung auf dem Umweg iiber die Zwischen-
glieder eine Einstufung von a und b méglich wird.

Jeder einzelne Schritt in der Kette wird durch ein MeBmodell er-
faBt,welches beschreibt,wie das jeweils zuletzt vorgelegte Alterna-
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tivenpaar eingeordnet wird.Indem man das hierbei gewonnene Resultat

mit den friheren Bewertungen in die "richtige" Verbindung bringt,kann
man mittels Transitivitdt die zuletzt vorgelegte Alternative mit der
allerersten,nédmlich a,vergleichen und beide einordnen.Bei den einzel-
nen MeBmodellen brauchen wir die Menge der tatsdchlich ausgewdhlten
Alternativen wie in D32 als weiteren Grundbegriff.Auf Mischungen k&nnen
wir aber hier verzichten,da ein Reprdsentationstheorem nicht angestrebt
wird.Mit x < bezeichnen wir die charakteristische Funktion von £ .Es
gilt also Bild( x< )={w,f} und ( x<)(a)=w (bzw.=f) gdw ae < (bzw.
a(ae<x)).

D57 a) x ist ein Prdferenz-MeBmodell fir i,a,b (xePMM(i,a,b)) gdw
x=<J,A;{w,f} W, ;d1,..,d4;d> und 1) J ist eine endliche,nicht-
leere Menge (von Individuen); 2) A ist eine nicht-leere Menge
(von Alternativen); 3) <€ JxAxA (Pridferenzrelation);

4) W:J ~ Pot(A); 5) FJu( W(i)N{a,bi={u}); 6) Vu,vedia,b}
(u#gv - (u <V v eW(i))); 7) <. ist transitiv und anti-reflexiv;

1
8) d=( x<)(i,a,b), d,=W(i), dy=a, dy=b und d,=i

1
b) x ist ein Prdferenz-MeBmodell fiir i,a,b,c (xe PMM(i,a,b,c)) gdw
x=<J,A;{w,f};N,<;d1,..,d5;d> und 1) Jd (<J,A;{w,f};W,<;
dys..,dysd”>e PMM(i,b,c)); 2) dg=( x=<)(i,a,b)=w und dy= ¢

3) d=( x<)(i,a,c)

W ist hier eine Funktion,die jedem Individuum i die von i tatsdchlich
ausgewdhlte Menge W(i) e Pot(A) von Alternativen zuordnet.Nach Bedingung
a-5 soll W(i) von den beiden Alternativen a,b nur eine enthalten,d.h.von
den beiden vorgelegten Alternativen,um die es im MeBmodell geht,wird
genau eine ausgewdhlt.Nach Bedingung a-6 wird die ausgewdhlte Alter-
native aus der Menge {a,b} der anderen in dieser Menge vorkommenden
Alternative auch wirklich vorgezogen.Ist z.B. W(i)={b},so gilt nach
Bedingung a-6: a <ib. d=( x< )X(i,a,b) ist das zu messende Datum
(=D(x)) und wx(i) ist das vorausgesetzte Datum (V(x):{wx(i),a,b,i}).
Wir benutzen die charakteristische Funktion ( x <),weil sonst eine
Proposition,ndamlich z.B."a x}b" als Komponente in x auftrdte.Streng
genommen mB man auch den Wertebereich {w,f} von ( x=<) als Basismenge
anfihren.In den MeBmodellen von D57-b wird neben der Bestimmung der
Préferenzordnung zwischen b und ¢ gemdR D57-a noch als bekannt voraus-
gesetzt,daB a <ib bereits gilt.Man kann dann mittels Transitivitdt
von *i auf a <ic schlieBen,wenn wx(i)={c}.Beide Voraussetzungen werden
in D57-b-2 als erfiillt gefordert.0ffenbar ist flr x e PMM(i,a,b,c):

boVix) =W (i),b,c, i, ( x<4) (i,a,b)} und D(x)=( x <), (i,a,b).
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725 a) X={x/3i,a,b( xePMM(i,a,b))} ist eine MeBmethode fir den
definierten Term “x=<  mittels der definierten Terme W,K,J
by X={x/3i,a,b,c( xePMM(i,a,b,c))} ist eine MeBmethode fiir den
definierten Term “x < mittels der definierten Terme W,A,J und
X<
Beweis: a) X ist eine Strukturart.Sei S:={<J,A;{w,f};W,< ;W,AA,J;x<>
/3i,a,b(<I,A;{w,f};W,<4> erfiillt D57-a-1 bis 6)}.Dann ist S eine
typisierte Klasse mit definierten Termen "x < ,W,A,J und S und X stehen
in dem in D39-a-3 geforderten Verhdltnis.Sind y=<x;wx(i),a,b,i;
( x<)x(i,a,b)>eX und y =<x”;W,-(3),a7,07, 7 ;( x<) -(J,a",b")>eX
und ist i=j,a=za”,b=b" und wx(i)=wx,(j),so folgt nach D57-a-3 W (')=
{a} gder wx(i)={b}.Ist wx(i)={a},so gilt nach D57-a-6 b< ia und
b<’;a. Ist wx(i)={b},so gilt nach D57-a-6 a<X b und a<?* b In jedem
Fall also { x-()x(i,a,b)=( x-<)x,(j,a’,b’) b) bewexst man genauso #

Unsere MeBkette 1dRt sich nun wie folgt definieren.

D58 L ist eine MeBkette zur Prdferenzbestimmung fiir i,a,b gdw es

Xyseeos Xy (n >1) und Byseeendpy gibt,sodaB 1) L=<x1,...,xn>;
2) a=ay , b=a N+ und alle a. sind paarweise verschieden;
3) Xy e PMM(1i, a1,a2) 4) fir j=2,..,n ist xJ. ePMM(i,a1,a

5) Vi,i° <nVcc ( c,c” eA nA .AC#CT -
(c<dc ~—-c<Ji 1)

Im ersten MeBmodell Xy der Kette wird ( x—<)1(i,a1,a2) "direkt" be-
stimmt,indem man schaut,welche Alternative i aus {a1,a2} wihlt.In den
folgenden MeBmodellen (j > 1) wird ( x-<)j(i,a1,aj) als gegeben voraus-
gesetzt.Man schaut,welche der Alternativen I i'wa'hlt und bestimmt

( x-<)J(i,a ) .Wenn ( x<)jgi,a1,aj)=w,d.h. a1-<JiaJ. und
( x-<)-(' aj J-+1)=w, d.h. a--(JiaJ-+1,so kann man aufgrund der Transi-
tivitdt von <J auf a, -< a“1 schlieBen und so weiter.Bedingung 5,die
die Identitdts- Querverblndung fdr < zum Ausdruck bringt,ist ndtig,um
die verschiedenen Mefmodelle zusammenzuschlieBen Durch Bedingung 5 wird
eine Verbxndung hergestellt zwischen dem in MeBmodell j erhaltenen

Resultat a1-< aJ+1 und der Aussage a1-<J+1 die im folgenden Mep-

modell xJ+1 als gegeben vorausgesetzt wird.

32254103

j*de

J+1’

T26 Sei L=<xy,...,x,> eine MeBkette zur Prdferenzbestimmung fir i,a,b.
a) V(L)=(W;(i)/] gcnhuii}uia /i gnsl)
b) L ist eine MeBkette
c) gilt fir jgn: wj(i)={aj+1},so ist ( x-<)n(i,a,b) eindeutig
durch V(L) bestimmt und ( x <) ali,a,b)=w

Beweis: a) Nach D57 ist (1) V(x )= {w ( ), a1,a2,1} V(x )= (1) a J+1,
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1,0 x=);(i,a0,a;)1 fir j=2,...,n, D(x;)=( x~<)1(i,a1,a2) und D(xj)=
( x-()j(i,a1,aj+1) fir 2 <j <n.Nach D58-5 gilt ( x<).(i,ay,a;)=

( x'<)j_1(i,a1,aj) fir j=2,...,n.Mit (1) folgt hieraus (2) ( x-<)j
(i,a1,aj)=D(xj_1) fiir j=2,...,n.Nach D52 folgt aus (1) und (2) die
Behauptung. b) Nach T25 sind XqseeesXpy MeBmodelle fiir definierte Terme.
Zum Nachweis von D51-4 sei k<n.Wir setzen in Teil a) j=k+1 (2<j<n)
und erhalten D(xk)=( x-<)k+1(i,a1,ak+1). Nach (1) mit j=k+1 folgt

( x-()k+1(i,a1,ak+1)e V(xy,q).also insgesamt D(x;) e V(xk+1). ﬁ)
Induktion nach n.n=2: Aus w1(i)={a2} und W2(1)={a3}folgt a1-<ia2

<§a3. Da ag.aye A,folgt nach D58-5: a1-<;a2 «~a1-<§a2. Insgesamt folgt
nach D57-a-7 a1-<§a2. n>2: Nach Induktionsvoraussetzung ist ( x=<)

n-1
(i,a1,an)=w,d.h. a, -(?'1an.Aus W (i)={a } folgt an-<?a

n+t- Wegen

n+1
. n-1
ay,a,e A, gilt nach D58-5 a1-<i a

- a1-<'i1an. Insgesamt folgt nach
D57-a-7 a,<a ., #

n
n+1

15.3) Eine MeBkette zur Messung des elektrischen Widerstandes von
Drdhten

Als ndachstes Beispiel betrachten wir eine formal kompliziert aussehende,
inhaltlich aber ziemlich einfache MeRkette aus dem Bereich der Elektri-
zitdtslehre.Wir stiitzen uns hier auf [Mihlhdlzer,1981 1. Da die Kette
wegen ihrer Lange (n>5) formal ziemlich uniibersichtlich ist,schicken
wir eine inhaltliche Beschreibung voraus.

Man méchte den Widerstand r(a) eines Drahtes messen.Dazu benutzt

man das Ohmsche Gesetz
i(a,B)= _u(B)
b(B)+r(a)

welches gilt,wenn man mit einer Batterie B und dem gegebenen Draht a
einen Stromkreis bildet.i(a,B) ist die im Stromkreis herrschende
Stromstédrke,u(B) die sogenannte "Urspannung" der Batterie,die zwischen
den Polen der Batterie herrscht,wenn kein Strom flieBt und b(B) der
"innere Widerstand" von B,d.h.der elektrische Widerstand der als Leiter
aufgefaBten Batterie.Zur Bestimmung des Widerstandes braucht man also
i(a,B),U(B) und b(B).Die Stromstdrke kann man durch die Auslenkung
einer Magnetnadel,die neben dem Draht angebracht ist,"direkt" auf
Winkel- und Abstandsbestimmungen zurickfihren.Diese MeBmethode wird
hier nicht weiter analysiert.Zur Bestimmung der Batteriekonstanten
u(B) und b(B) benutzt man meist ebenfalls das Ohmsche Gesetz und zwar
zweimal mit Drdhten b,c verschiedenen Widerstands.Aus i(b,B)=u(B)/
(b(B)+r(b)) und i(c,B)=u(c)/(b(B)+r{c)) erhdlt man ndmlich
b(B)= i{c,B)r{c)-i{b,B)r(b)
i(b,B)-i(c,B)

und
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i(b,B)r(b)-(r(c)-r(b))
i(b,B)-i(c,B)
Aus diesen Gleichungen lassen sich b(B) und u(B) berechnen,wenn man

u{B)=

i(b,B),i(c,B),r(b) und r{(c) kennt.Da wir die Messung der Stromstdrken
i(b,B) und i{(c,B) als unproblematisch voraussetzen,bleibt nur die Auf-
gabe, r{b) und r(c) zu messen.

Wollte man hier wieder auf das Ohmsche Gesetz 2urUckgreifen,so er-
hielte man einen RegreB.Es ist aber durchaus mdéglich,die beiden ge-
schilderten Schritte noch mehrmals "rickwdrts" auszufihren.Wenn der
anfangs gegebene Draht sehr extrem ist,etwa sehr dick oder sehr lang,
kann es notwendig werden,sich lber eine "Kette" von geeigneten Batterien
in der geschilderten Weise bis in einen Bereich "zurlckzuarbeiten®,in
dem man entweder normierte Batterien anwenden kann oder die Widerstdnde
der zuletzt benutzten Drdhte durch Vergleich mit geeichten Standard-
drdhten moglich ist.Wir werden in unserer Kette endlich viele sol-
cher Zwischenschritte zusammenfassen und im letzten Schritt -im er-
sten MeBmodell der Kette- die Widerstdnde zweier Drahte durch Ldngen-
vergleich mit einem "Einheitsdraht” a* bestimmen.Die systematische Be-
schreibung der Kette fdngt also am Ende unserer intuitiven Skizze an
und wir arbeiten uns vor zu immer "unzugdnglicheren" Drdhten.

D59 x ist ein MeBmodell zur Widerstandsmessung von a durch Lingenver-
gleich mit der Einheit a* (x eMM1(r(a);l(a),l(a*)) ) gdw
1) x=<D; R;1l,r> ; 2) D ist eine endliche Menge (von Drdhten) und
a,a*eD; 3) 1:0 - RY und r:0 - R*; 4) Tae R*VceDd( ric)=a-l(c)),
5) r{a*)=1; 6) l(a)#él(a*)
1 ofdnet‘jedem Draht seine Ldnge , r seinen Widerstand zu.Die Wider-
stdnde aller Drdhte aus D sollen proportional zu deren Ldnge sein
(Bedingung 4),d.h.alle Drdhte sind aus dem gleichen Material und haben
gleichen Querschnitt.a* ist ein Einheitsdraht mit Widerstand 1 (D59-5).
SchlieRlich sollen a und a* verschieden lang sein (D59-6).In einem
solchen MeBmodell x ist V{(x)={1(a),1(a*)} und D(x)=r{a). r(a) ist ein-
deutig bestimmt,denn aus 4 und 5 erhdlt man a=r(a*)/1(a*)=1/1(a*)} und
hieraus nach 4 r(a)=I1(a)/1(a*).Man miRt also r(a) durch Vergleich der
Ldnge von a mit der Einheit a*.Es macht keine Miihe,geeignete Terme
zu definieren und das folgende Theorem zu beweisen.

T27 X={x/ Ja,a*( x eMM1(r(a);l(a),l(a*)))} ist eine MeRmethode fiir den
definierten Term © mittels des definierten Terms 1

D60 x ist ein Modell der Ohmschen Theorie mit Batterie B gdw
x=<D, n;IR;i,r,b,U> und 1) D ist eine endliche-nicht-leere Menge
(von Drdhten); 2) @ ={B} (B ist die "Batterie");
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3) r:D ~|R+ ("Widerstand"); 4) b:q »[R+ {"innerer Widerstand")
und u:q »|R+ ("Urspannung" von B); 5) i:Dxa - R+ ("Stromstdrke");
u(B)

6) VYceD: i(c,B)s — 24
b(B)+r(c)

(Ohmsches Gesetz)

Die einzelnen Begriffe wurden bereits erldutert (vergleiche auch
[Heidelberger,1980]1).In Modellen der allgemeinen Ohmschen Theorie kann
Q@ auch mehr als eine Batterie enthalten.Wir brauchen in den folgenden
MeBmodellen jeweils nur eine,sodaB wir uns in diesem Punkt etwas ein-
schréanken.

D61 x ist ein Ohmsches Mefmodell zur Bestimmung des inneren Widerstands

von B (xeMM,(b(B);r(a),r(c),i(a,B),i(c,B))) gdw

x=<D,q; [R;i,r,b,u;r(a),r(c),i(a,B),i(c,B);b(B)> und

1) <D,a; R;i,r,b,u> ist ein Modell der Ohmschen Theorie mit
Batterie B; 2) a,ceD und r(a)#r(c)

Man hat zwei Drdhte a,c,deren Widerstédnde r(a),r(c) als bekannt voraus-
gesetzt werden.Weiter setzt man die Stromstdrken i{(a,B) und i{(c,B) als
bekannt bzw.mefbar voraus,die entstehen,wenn man den Draht a oder ¢ an
die Batterie B anschlieft.Aus den beiden Gleichungen,die das Ohmsche
Gesetz fiir a und ¢ liefern,erhdlt man b(B)=(i(c,B)r(c)-i(a,B)r(a))/
(i(c,B)-i{a,B)),sodaB durch die vorausgesetzten Werte (V(x)={r(a),r(c),
i(a,B),i(c,B)}) b(B) eindeutig bestimmt ist (D(x)=b(B)).Der MeRvor-
gang verlduft dann wie folgt.Man schlieBft a und dann ¢ an die Batterie
an und miBt jeweils die Stromstdrke.Die Widerstdnde werden als bekannt
vorausgesetzt,sodaB alle GroBen auf der rechten Seite der obigén Formel
bekannt sind.So kann man b(B) aus der Formel berechnen.

T28 X={x/ Ja,c,B( x eMMZ(b(B);r(a),r(c),i(a,B),i(c,B)))} ist eine
MeBmethode fiir den definierten Term b mittels der definierten
Terme r und 1

Ganz analog sieht das MeBmodell zur Bestimmung der Urspannung von B aus.

D62 x ist ein Ohmsches MeBmodell zur Bestimmung der Urspannung von B
(&s MM3(u(B);r(a),r(c),i(a,B),i(c,B))) gdw
x=<D;a; R;i,r,b,u;r(a),r(c),i(a,B),i{c,B);u(B)> und
1) <D,q; R;i,r,b,u> ist ein Modell der Ohmschen Theorie mit
Batterie B; 2) a,ceD und r(a)#r(c)

Genau wie aus D61 erhdlt man auch hier aus dem Ohmschen Gesetz fiir a
und c: u(B)=(i(a,B)i(c,B){r(c)-r{a)))/(i(a,B)-i(c,B)).Es liegt also
eine MeBmethode vor.O0ffenbar gilt V{(x)={r{a),r(c),i(a,B),i(c,B)} und
D(x)=u(B).Der MeBvorgang lduft genau wie im letzten Fall ab.



75

T29 X={x/Ja,c,B( xeMMz(u(B);r(a),r(c),i(a,B),i(c,B)))} ist eine MeB-
methode fiir den definierten Term U mittels der definierten Terme
round 1

Im letzten MeBmodell wird der Widerstand eines Drahtes durch das Ohm-

sche Gesetz aus bekannter Stromstdrke,Urspannung und bekannten innerem

Widerstand der Batterie bestimmt.

D63 x ist ein QOhmsches MeBmodell zur Bestimmung des Widerstandes von a
(xeMM,(r(a);i(a,B),u(B),b(B))) gdw
x=<D,n; R;i,r,b,u;i(a,B),u(B),b(B);r(a)> und
1) <D,a; R;i,r,b,u> 1ist ein Modell der Ohmschen Theorie mit
Batterie B; 2) ae?D

Aus dem Ohmschen Gesetz,das man in dem mit a gebildeten Stromkreis als

glltig voraussetzt,erhdlt man unmittelbar r{(a)=(u(B)-i(a,B)b{(B))/i(a,B),

sodaB sich im MeBmodell r(a) aus den vorausgesetzten Werten (V(x)=

{i{a,B),u(B),b(B)}) eindeutig ergibt (D(x)=r(a)).

T30 X={x/Ja,B( x eMM,(r(a);i(a,B),u(B),b(B)))} ist eine MeBmethode fir
den definierten Term r mittels der definierten Terme 1,u und B

Wir definieren nun formal unsere MeRkette.

D64 L ist eine MeBkette zur Widerstandsmessung mit dem Ohmschen Gesetz
gdw esrn;O,x1,...,x5+4m, Agsenvsdpnig und B1,...,Bm+1 gibt,sodaB

1) L=<XyseuesXg am > .
2) fir i=1,2 ist x; e MM (r;(a;)51;(a;),1;(a%))
3) fur k<m und j=3+4k ist Xs eMM2(bj(Bk+1);rj(§2k+1),rj(a2k+2),

L (aoar B )15 (a50050By4q))
4) fur k<m und j=4+4k ist X; eMM3(uj(Bk+1);rj(a2k+1),rj(a2k+2),

Fi(appqoBryq) 15020008, q))
5) fir k<m und j=5+4k ist Xy eMM4(rj(a2k+3);ij(a2k+3,Bk+1),
Uy (Byyq )by (Byyyq)) “
6) fir k<m mit j=6+4k < 5+4m ist xj eMM4(rj(a2k+4);ij(a2k+4,Bk+1),
Uy (B q).by(By 4))
7) fir alle i,j <5+4m und alle a,B: 7.1) ae D;n D, »li(a)=lj(a);
LZ)aeDinDj» m(ahrﬂa); L3)aeDinDjABsninnj»
ii(a,B)=ij(a,B); 7.4) Be 8; nay »bi(B)zbj(B); 7.5) Be a;na; -

ui(B)zuj(B)
Untere Indizes an den Zeichen 1l,r,b,u,i,D,8 beziehen sich stets auf
den entsprechenden Index des MeBmodells,in dem die betreffende Menge

oder Funktion vorkommt,ri ist also der Widerstand in MeRmodell Xy und

ij die Stromstdrke in MeBmodell xj etc. In den Bedingungen 2 bis 6
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werden die verschiedenen Mefmodelle festgelegt.Es gibt mindestens 5
MeRmodelle in der Kette (fir m=0). Xy»X, sind nach 2 MeRBmodelle aus
MM1,nach 3 ist fir k=0 X3e MM2, nach 4 (fiur k=0) Xg € MM3,nach 5 (fir k=0)
xg e MM, ,nach 6 ist xg (falls vorhanden) Element von MM, (fir k=0),

nach 3 fir k=1 ist X5 eMM2 (falls vorhanden) usw. Fir ein festes k<m
bilden die vier MeBmodelle X344k Xa+4k > X544k > 644K eine Sequenz aus MMZ’
MM3,MM4,MM4 mit folgender Bedeutung. In X3, 4k wird der innere Wider-
stand einer Batterie Bk+1 durch den Widerstand zweier Drdhte LY
PV und die zugehdrigen Stromstdrken i(a2k+1’Bk+1)’i(32k+1Bk+1) gemdn
Methode MM2 (d.h.mit dgm Ohmschen Gesetz) bestimmt.Genauso in X444k

die Urspannung U(Bk+1) dieser Batterie.Mittels der so erhaltenen Werte
b(Bk+1),u(Bk+1) mift man dann in xg ,, den Widerstand eines neuen Drahts
A543 gemdn MM, (mit dem Ohmschen Gesetz),wobei die Stromstdrke
i(a2k+3,Bk+1) als bekannt oder meRbar vorausgesetzt wird.Genauso mifit
man in X644k den Widerstand eines zweiten neuen Drahts a2k+4.Mit diesen
beiden Drdhten und deren Widerstdnden kann man dann die gleiche Sequenz
fir den ndchsten Index k+1 durchlaufen usw. Die undurchsichtige Indi-
zierung kommt daher,dal wir mehrere,ndmlich m,solcher Sequenzen zu-
lassen.Die beiden ersten MeBmodelle liefern am Anfang zwei Widerstdnde
fir zwei Drdhte unabhdngig vom Ohmschen Gesetz,ndmlich durch Ldngenver-
gleich mit dem Einheitsdraht.Mit diesen beiden Werten steigt man dann

in die erste obige "Ohm-Sequenz" mit k=0 ein.Bedingung 7 enthdlt Iden-
titdts-Querverbindungen fiir alle vorkommenden Funktionen: 1,r,i,b und
u.Diese sind ndétig,um die in einem MeBmodell erhaltenen Werte in das
ndchste "transportieren" zu kdnnen.

Die in der ganzen Kette vorausgesetzten Daten sind: Ldngen und
Stromstédrken.Gemessen werden in den verschiedenen Schritten: Wider-
stdnde,innere Widerstdnde und Urspannungen.Man kann die Kette natir-
lich auch bei 5+4m-1 (i=1,2,3) abbrechen.Im letzten Schritt wird dann
bei 5+4m-1 die Urspannung einer Batterie,bei 5+4m-2 der innere Wider-
stand einer Batterie und bei 5+4m-3 der Widerstand eines Drahts be-
stimmt.

T31 Sei L:<x1,...,x5+4m> eine MeBkette zur Widerstandsmessung mit

dem Ohmschen Gesetz.

a) L ist eine MeBkette

b) In L ist r5+4m(a2m+3) durch V(L) eindeutig bestimmt
Beweis: a) D51-1 und 2 sind nach Konstruktion der MeBmodelle erfullt.
D51-4 beweist man durch Fallunterscheidung nach D64-2 bis 6.In jedem
Fall tritt das zu messende Datum in spdteren Modellen als vorausge-
setztes Datum auf. b) Der Beweis erfolgt durch Induktion nach m.Fir
m=0 betrachtet man die Sequenz x1,..,x5.In X4 isy r1(a1),in X5
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st rz(az) eindeutig bestimmt nach T27.Nach D64-7.2 ist r1(a1)=r3(a1)
und r2(a2)=r3(a2).ln X3 ist nach T28 b3(B1) eindeutig durch r3(a1),
r3(a2) und die Elemente von V(L) bestimmt,also nach dem vorherigen
durch V(L) allein.In xg ist nach T29 u4(B1) eindeutig durch r4(a1),
r4(a2) und Elemente aus V(L) bestimmt.Nach D64-7.2 ist r4(a1)=r1(a1)
und r4(a2)=r2(a2) und damit u4(B1) durch V(L) allein eindeutig be-
stimmt.In Xg ist r5(a3) durch u5(B1),b5(B1) und Elemente aus V(L) ein-
deutig bestimmt.Ngch D64-7.4 und 7.5 ist u5(B1)=u4(B1) und b5(31)=
b3(B1) und damit nach dem vorherigen rs(a3) durch V(L) allein eindeutig
bestimmt.Fir den Induktionsschritt zeigt man genau wie oben,daB auch
r6(a4) durch V(L) eindeutig bestimmt ist.Sodann beweist man die schédr-
fere Aussage,dafB r5+4m(a2m+3) und r6+4m(a2m+4) durch V(L) eindeutig be-
stimmt sind,wenn man die Kette um ein X64am EMMA(r6+4m(a2m+4);
i6+4m(32m+4’8m+1)’u6+4m(Bm+1)’b6+4m(Bm+1
voraussetzung sind r5+4(m_1)(a2(m_1)+3) und r6+4(m_1)(a2(m_1)+4) durch
V(L) eindeutig bestimmt.Man geht nun die Sequenz von x

)) verlédngert.Nach Induktions-

_ 5+4(m-1)>""""
Xe vam® X6+4m durch.In jedem MeBmodell ist nach T28 bis T30 der ge-

messene Wert eindeutig durch die vorausgesetzten Werte bestimmt.Diese
lassen sich mittels D64-7 auf r5+4(m_1)(a2(m_1)+3),r6+4(m_1)(a2(m_1)+4)
und Elemente von V(L) zurilckfihren #

15.4) Eine MeBkette zur Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit

Als letztes Beispiel betrachten wir eine "“zurickverfolgende" MeRkette,
die zumindest in den ersten Schritten den historischen Verlauf der
Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit durch 0.RGmer im Jahre 1676 wieder-
gibt.Wir stitzen uns hier auf [Balzer & Wollmershduser,1982]. Ist
s:PxT »[RZ mit P={p1,...,pk},so schreiben wir s, fir die durch sj(t)=

1

s(pi,t) definierte Funktion und ebenso s_ fir s(p,-).

p

D65 x ist ein kopernikanisches Beobachtungssystem mit Zentrum p* gdw
es Py,-.sPy gibt,sodaB 1) x=<P;T,|R2;s> ist eine 2-dimensionale
Kinematik (vergl.D37-b); 2) P={p*,p1,..,pk} und alle Elemente
von P sind paarweise voneinander verschieden; 3) fir alle i<k

ist das Bild von S5 ein Kreis und S5 hat konstante Winkelge-
schwindigkeit; 4) VteTVp,p eP(pép  ~s(p,t)és(p ,t))

p* stellt die Sonne dar,p1,.._.,pk sind Planeten.D65-3 besagt,daB sich
alle Planeten auf Kreisen und mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
die Sonne bewegen.Zu Kopernikus”® Zeiten waren diese Bedingungen allge-
mein akzeptiert,zu Romers Zeit wuBte man bereits,daB die Planeten-
bahnen elliptisch sind und auch,daB das Sonnensystem nicht 2-dimensional
ist.Der Fehler,der sich aus der Annahme einer 2-dimensionalen Kinematik
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ergibt,ist jedoch klein genug und auch ROmer benutzte vermutlich das
einfachere 2-dimensionale Modell.ROomers "potentielles Modell" war noch
etwas komplizierter,weil sich die Jupitermonde ja nicht auf Kreisen um
die Sonne,sondern um Jupiter bewegen.Aus Einfachheitsgriinden betrachten
wir nur einen einzigen Mond.

D66 x ist ein ROmersches Beobachtungssystem (x e RBS) gdw es S,E,J und
M gibt,sodaBl 1) x=<P;T,|R2;s>; 2) P={S,E,J,M} und S,E,J,M sind
alle voneinander verschieden; 3) <{S,E,J};T,|R2;s/{S,E’J}> ist
ein Kopernikanisches Beobachtungssystem mit Zentrum S;
4) <{J,M};T, Rz;s/ .M }>ist ein Kopernikanisches Beobachtungssystem
mit Zentrum J; 5) VteT: dx(S,E,t)< dx(S,J,t) (vergl.D41)

Hier und im folgenden bezeichnen S,E,J,M die Sonne,die Erde,den Pla-
neten Jupiter und dessen betrachteten Mond.Nach D66-3 bewegen sich Erde
und Jupiter auf Kreisen mit konstanter Geschwindigkeit um die Sonne und
genauso nach D66-4 der Mond um Jupiter.Nach D66-5 hat Jupiter grdBeren
Abstand von der Sonne als die Erde.

Neben diesem kinematischen Modell brauchen wir noch ein "statisches",
in dem die Erde nicht punktfdormig,sondern rdumlich ausgedehnt ist.

D67 x ist ein astronomischer Rahmen (x ¢ AR) gdw x=<v¥9;d,E,G,{F};{z}>

und 1) <p,d> ist eine 3-dimensionale euklidische Geometrie;
2) E ist der Rand einer Kugel in <p,d> mit Mittelpunkt z;
3) G ist eine Gerade durch z; 4) Fep undVaeE(d(z,a)<d(z,F))

P ist die Menge der Raumpunkte und d die euklidische Abstandsfunktion.
E stellt die ausgedehnte Erde (d.h.deren Oberfldche) dar,z den Erdmit-
telpunkt,G die Erdachse und F einen Fixstern,der nach D67-4 weiter von
z entfernt sein muB als jeder Punkt der Erdoberfldche.Die in 2 und 3
verwandten Begriffe lassen sich in Modellen der Geometrie in bekannter
Weise definieren (vergl.z.B. [Borsuk & Szmielew,1960]).Um nicht in
einem Wust von Definitionen zu ersticken,werden wir im folgenden
weitere Standarddefinitionen aus Geometrie und Kinematik verwenden,
ohne diese alle genau hinzuschreiben.

D68 Sei x=<P;T, [R%;s> ¢ RBS und p,p~ e {E,J,M},pép".
a) Die siderische Umlaufzeit von p wird definiert als das eindeutig
bestimmte Element von Ux(p) (vergl.D41) und mit T bezeichnet
b) Die synodische Umlaufzeit von p beziiglich p~ , ep, wird defi-
niert durch e _=t*-t ,wobei t,t*eT,t<t* und 1) zu t und t*
ist p zwischen S und p~ ;2) fir kein t” mit t<t” <t* ist p zu t~

zwischen S und p~

Die siderische Umlaufzeit von p ist nichts anderes als die Periode von
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p,die wegen der Forderung konstanter Winkelgeschwindigkeiten (D65-3)
eindeutig existiert.Die synodische Umlaufzeit dagegen wird durch zwei
aufeinanderfolgende (D68-b-2) "Oppositionen" von p mit einem anderen
p” definiert,wobei eine Opposition vorliegt,wenn p zwischen S und p~
steht.Die synodische Umlaufzeit ist ldnger als die siderische,wie man
sich anhand eines anschaulichen Modells schnell klarmacht.

Wir beschreiben unsere MeBkette vom Endpunkt aus,d.h.von dem MeBmo-
dell,mit dem Rdmer die Lichtgeschwindigkeit ¢ bestimmte und verfolgen
dann die dabei benutzten und vorausgesetzten Daten weiter zuriick.Zum
Verstdndnis des Romerschen MeBmodells betrachten wir Figur 1).

Fig.1

Wir nehmen an,daB J und M in der fraglichen Zeit beobachtet werden kén-
nen und wir betrachten zwei sogenannte "Immersionen",d.h.Ereignisse

des Eintauchens von M in den Schatten von J.Diese finden bei den jewei-
ligen Stellungen 1 und 2 von J-,E und S zur Zeit t3 und tg statt.Die
Erde ist zu diesen Zeiten an den Orten E,ta bzw. E,tg .Wir nehmen an,

daB M zwischen den zwei Immersionen n Umldufe um J ausgefihrt hat.té

und tg bezeichnen die (von t3 und tg verschiedenen) Zeitpunkte,zu denen
die beiden Immersionen auf der Erde beobachtet werden.Wegen der end-

lichen Lichtgeschwindigkeit und der groBen Entfernungen (di=di(J,E),
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i=1,2) zwischen Erde und Jupiter treffen die "Ietzten“ Strahlen von M
erst spater auf E ein,und zwar gilt c=d; /(t -tJ) S”Geschwindigkeit
gleich Weg durch Zeit"),also tE-tJ+d /c. Die zu tE gehdérigen Orte von

E sind in Fig.1 durch E,té ynd E,té markiert.Da die Ortsverdnderung
von E im Zeitraum von tj bis té relativ zum Abstand di klein ist,kann
man die Andgrung von d1 vernachlassigen und d als Abstand von E zu J
sowohl zu tj als auch zu tE betrachten.c w1rd nun wie folgt bestimmt.

Man miBt den Abstand zwischen E und J zu Zeiten tg und té,wobel zu

té eine Immersion von M beobachtet wird und zu té eine weitere Immer-
sion nach n Umldufen von M um J.Die synodische Umlaufzeit von M um J
wird als bekannt vorausgesetzt und als zeitlich konstant angesehen.Man
kann nun die zusdtzliche Strecke,,die das Licht in Stellung 2 vom Moment
der Immersion bis zum Moment von deren Beobachtung auf E,ndmlich dz—d1,
bestimmen und diesen Wert durch die Zeitdifferenz zwischen der gesamten

"beobachteten" Zeitspanne tz-té und der "theoretisch errechneten" Zeit-

spanne,die M fir n Umldufe braucht, (t —tg) URL:IVE dividieren.Das heiBt,
man berechnet den Quotienten "Weg/Zeit" fir die Lichtiubertragung.Mit
rx(p) bezeichnen wir den in ROmerschen Beobachtungssystemen eindeutig

bestimmten Radius der Bahn von p.

D69 x ist ein ROmersches MeBmodell fir ¢ relativ zu d,(E,J),d,(E,J),8y,
thtdn  (xeMMy) gdw es t).t5 und c* gibt,sodab x=<P;T, RZ;s>
mit P={S,E,J,M} und 1) xeRBS; 2) ne [N,c*e R, tg,t)eT fir
i=1,2; 3) fur i=1,2 ist d;(E,d)=d (E,J,t;);

4) By ist die synodische Umlaufzeit von M beziglich J;
5) ti<ti<tfund th<tf<tf; 6) 4 (E,0) <d,(E,0); _
7) r (E)<r (J) und r (M) <r (J)-r (E); 8) fir i=1,2 sind zu t]
S,E.M nicht co;linear, J ist zu tj zwischen S und M und
0 <<, (,8,E,t3) 5 9) d,(E,J) <ey-c* und c*<c; 10) fir i=1,2:

i i . 2 .1
tE-tJ+di/c, 1) tJ-tJ+n-8M

Bedingungen 3 bis 9 betreffen die Konstellationen,die vorliegen missen,
damit die Messung sinnvoll ist.c* ist ein grob geschdtzter Wert fir ¢
und D69-9 stellt sicher,daB die mit c¢* geschdtzte Zeit,die das Licht
fir die Strecke d2(E,J) braucht,also dZ(E,J)/c*,die Unlaufzeit CIY nicht
ibersteigt.Andernfalls wdre das Licht so langsam,daB die in D69-11
ausgedrickte Beziehung gestort wirde.Die wesentlichen Bedingungen sind
D69-10 -und 11.Aus ihnen folgt durch leichte Rechnung.

T32 In jedem x sMM1 ist ¢ eindeutig durch di(E,J),té (1:1,2),9M und
n eindeutig bestimmt
Beweis: Aus D69-10 erhdlt man té—té:tg-t3+(d2-d1)/c.Aus D69-11 folgt
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tg—t3=n-eM.Durch Einsetzung in die erste Gleichung folgt c=(d2—d1)/

(€E-th)-n-ey) #

Wir verzichten hier und im folgenden darauf,jeweils passende Terme an-
zugeben,sodaB die eingefiihrten MeBmodelle zu MeBmodellen fir den defi-
nierten Term T mittels der definierten Terme f1,...,fn werden und formu-
lieren und beweisen nur jeweils die wesentliche Eindeutigkeitsaussage.
Von den in MM1 vorausgesetzten Werten werden té und té "direkt" gemes-
sen,d.h.an Uhren abgelesen.Die Bestimmung von di(E,J) (i=1,2),eM und n
erfolgt durch weitere Messungen.Die synodische Umlaufzeit 8y wird be-
stimmt,indem man "Emersionen" (bei denen M aus dem Jupiterschatten her-
austritt) betrachtet,die unmittelbar nach zwei aufeinanderfolgenden
Oppositionen von S,E,J erfolgen, und die so erhaltene Zeit durch die
Anzahl m der in dieser Zeit erfolgten Umldufe von M und J dividiert.
Man bildet also eine Art Mittelwert.

D70 x ist' ein MeBmodell fiir By relativ zu t1,t2,t3,t4,n {x eMMz)
2

gdw 1) x=<P;T, |[R%;s>¢e RBS; 2) t1,.

t3 und t4 ist £ zwischen S und J; 4) t3 <t4 und fir kein t* mit

t3 <t* <t4 ist E zu t* zwischen S und J; 5) t1 (bzw. t2) ist die

Zeit der ersten Emersion von M nach tg (bzw.t4); 6) eM=(t2-t1)/n

Sty e Tund ne|N; 3) zu

T33 In x eMM2 ist 8y durch t1,..,t4 und n eindeutig bestimmt
Bewels: Trivial #

Man beachte,daB t3,t4 nicht unmittelbar in den Eindeutigkeitsbeweis
eingehen,aber zur effektiven Bestimmung von G erforderlich sind.
t1,...,t4 werden an Uhren abgelesen,n wird genauer bestimmt,weil J dber
ein Jahr hinweg nicht stédndig sichtbar ist.In D71 ist eﬁ ein grober
Wert flr eM,dessen Bestimmung in D72 unten folgt.c* ist,wie in D69,ein
grober Wert fir c,der nicht unmittelbar in die Berechnung eingeht.

D71 x ist ein MeBmodell fiir n relativ zu elq,ts,t6 und c* (x eMM3)
gaw 1) x=<P;T, R%;s> e RBS; 2) n e N, tg,tgeT,c*, of c R
3) zu t5 und t6 ist E zwischen S und J; 4) t5 <t6 und fir kein t*
mit tg <t* <tg ist.E zu t* zwischen S und J; 5) fur alle t*eT
ist d (E,d,t*) cc*-of; §) n=Max{k e [N/k-6} < te-tg}

I34 In xeMMy ist n eindeutig durch eg,tp,t, und c* bestimmt

Beweis: D71-6 #

Auch hier sind t5,t6 und c* fir den formalen Beweis nicht erforderlich,
da fir je zwei Zeitpunkte t,t”,die D71-3 und 4 erfillen,t”-t gleich ist.
Fir eine effektive Bestimmung ist aber eine Messung von t5 und t6
notig.Auch den groben Wert c* fir ¢ muB man haben,weil sonst D71-5 ver-
letzt sein konnte,d.h.das Licht brduchte fir den Ubergang von J zu E
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lédnger als M fir einen Umlauf,sodaB das ganze Modell fragwiirdig wédre.
t5,t6 werden direkt an Uhren abgelesen.Die Schdtzung von c¢* verfolgen
wir nicht weiter.Ein erster Wert wurde von Descartes angegeben.Die Be-
stimmung von eﬁ erfolgt durch Beobachtung einer Emersion von M und der
iiberndchsten Emersion.

D72 x ist ein MeBmodell fiir eﬁ relativ zu t7,t8 (x eMM4) gdw
1) x=<P;t, RZ;s>c RBS; 2) t,,tgeT; 3) t, (bzw.tg) ist die Zeit
einer Emersion von M; 4) t,<tg und fir genau ein t* mit

t, <t* <t8 ist t* die Zeit einer Emersion von M; 5) 2-eﬁ=t8—t7

T35 In x eMM4 ist eﬁ eindeutig durch t und t° bestimmt
Beweis: D72-5 #

«Man:muB hier die ilberndchste Emersion betrachten,weil es bei der
ndchsten Emersion auf der Erde Tag ist und man sie deshalb nicht beob-
achten kann.

Es bleiben in MM1 noch die Werte di(E,J) zu bestimmen.Rdmer entnahm
diese aus vorhandenen astronomischen Tafelwerken,wdhrend wir hier syste-
matisch weiter zurlickgehen.In einem ersten Schritt wird die Entfernung
dx(E,J,t) unter Benutzung des dritten Keplerschen Gesetzes (siehe D73-4)
auf die Bestimmung von TEaTy und der astronomischen Einheit dx(E,S,t)
zuriickgefihrt.

D73 x ist ein MeBmodell fir dX(E,J,tg) relativ zu rE,rd,dX(S,E,tg),
2
t10 (x eMMs) gdw 1) x=<P;T, R°;s>e RBS; 2) t9,t10e T, t9< t10
und zu t9 ist E zwischen S und J; 3) fiur kein t* mit t9< t* < t10
ist E zu t* zwischen S und J; 4) dX(S,J,t1O)3/dX(S,E,t10)3
2, 2, o X
TJ/TE, 5) <¥;(J,S,E,t1o)—2n (t10—t9)(1/tE-1/1J), 6) T < Ty

und <X(S(J’t9),5(5:t10),S(E’t10),t10) <2n

Diese MeBmethode ist in Figur 2) dargestellt.

J,t J,t*
Fig.2

Estyo
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Die Entfernung y wird durch dx(E;S,t1O),dX(S,J,t1O) und 7=‘¥%(J,S,E,
t10) mit Hilfe des Kosinussatzes bestimmt und dx(S,J,t10) 1dRt sich
durch das dritte Keplersche Gesetz eliminieren,wenn TE und T bekannt
sind.y wird durch D73-5 definiert und somit ist dX(J,E,t1O) insgesamt
durch dX(E,S,tm),rE und T bestimmt.Die Formel in D73-5 1&Rt sich geo-
metrisch herleiten.Eine direkte Messung des Winkels y war zu Romers
Zeit nicht moéglich,weil man J am Tag nicht sieht.

136 In x eMM5 ist dX(E,J,t10) durch TE Ty und dx(S’E’t1O) eindeutig
bestimmt

Beweis: Offenbar ist t9 durch D73-2 und 3 eindeutig bestimmt.Sei y:=

dx(E,J,t10), r::dX(S,J,t10) ,r’::SX(SéE,§1O) und y:=<¥X(J,S,E,t1O).

In RBS gilt der Kosinussatz (1) y“=r"“+r®-2rr“cosy. Aus D73-4 folgt

r=r’ % xg/rg . Mit 6:= § Tg/rg ergibt dies,in (1) eingesetzt,

y=r"(1+6-26c0sy) #

T wird durch Bezugnahme auf einen Fixstern bestimmt.

D74 x ist ein MeBmodell fir «; relativ zu t,,.t,5.F (xeMMc) gdw
1) x=<P;T,|R2?s> ist eine 2-dimensionale Kinematik (vergl.D37-b);
2) F e R%, ty,,ty,eT und ty, <ty,; 3) fir alle t,t’e T:
dX(S,F,t)=dX(S,F,t’) und dx(S,J,t) <dX(S,F,t); 4) E ist zu tyy
und t12 zwischen S und F; 5) fir kein t* mit t11 <t* <t12 ist
E zu t* zwischen S und F; 6) Te=tyo-tyy

F ist der Ort eines Fixsterns,dessen Entfernung zur Sonne konstant

bleibt und gréBer ist,als die vonSzu J (D74-3).

137 In x eMM6 ist T durch t und F eindeutig bestimmt

Beweis: D74-6 #

11°492

Die siderische Umlaufzeit Ty von Jupiter wird aus dessen synodischer
Umlaufzeit 8, und aus T berechnet.

D75 x ist ein MeBmodell fir 1 relativ zu g und 8, (x eMM7) gdw
1) x=<PiT, R%;s> ¢ RBS; 2) 1/t =1/7+1/8,

738 In x e MM, ist t; durch . und 8, eindeutig bestimmt
Beweis: D75-2 #

Die synodische Umlaufzeit von J wird durch Oppositionen bestimmt.

D76 x ist ein MeBmodell fir e;'relativ zu t,5,t,, (x e MMg) gdw
1) x=<P;T,]R2;s>e RBS; 2) zu t13 und t14 ist E zwischen S und J;
3) fir kein t* mit t13 <t* <t14 ist E zu t* zwischen S und J;
4) 8y=tygmtyg
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T39 In x¢ MM8 ist 8, durch t13,t14 eindeutig bestimmt
Beweis: D76-4 #

Es bleibt nun noch dx(S,E,t) zu bestimmen.In D42 wurde die MeRmethode
fir diesen Wert schon behandelt.Wir geben sie hier nochmals in ver-
dnderter Form an,weil es uns hier nicht so auf die in Kap.III hervor-
gehobenen strukturellen Eigenschaften ankommt.Zundchst kann man T
("A"™ fir "Mars") genau wie T mittels MM7 und MM8 messen.

D77 x ist ein MeBmodell fiur dX(E,S,t15) relativ zu rE,tA,t16 und
dx(E,A,t15) (x e MM9) gdw 1) x=<P;T, R®;s> ist ein kopernika-
nisches Beobachtungssystem mit Zentrum S und P={S,A,E};

2) t15,t16 e T und tig <tyss 3) zu t15,t16 ist A zwischen S und
E und fir kein t* mit t16 < t* <t15 ist A zu t* zwischen S und E;

3 3_2, 72, =2n-
4) d (S.A,tyg) /d (S,E,tyg) =xa/ g5 5) <K, (A,S,E,ty5)=2x

(t15—t16)-(1/tE-1/1’A); 6) TE < Ty und ¢X(S(A,t16),s(5,t15),S(E,t15),

t15) <2n

Die Bedingungen sind dhnlich wie die in D73,nur tritt dort J anstelle
von A,und dX(S,E,t) und dx(E,A,t) haben dort vertauschte Rollen.

TA0 In x eMM9 ist dx(E,S,t15) eindeutig durch rE,rA,t16 und
dx(E,A,t15) bestimmt
Beweis: Wie T36 #

dX(E,A,t15) wird durch Triangulation gemessen,siehe Figur 3).

Fig.3

Man wdhlt einen Fixstern F,sodaB A zwischen % und F ist.Gleichzeitig
bestimmt man den Winkel 4~ von % aus.Weil F "unendlich" weit entfernt
ist,sind die Geraden durch A,% und durch F und B1parallel und daher ist
v=y . Im Dreieck ABC erhdlt man dann geometrisch dx(E,A,t15)=d(B1,BZ)/
Sin'y.
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D78 x ist ein MeBmodell fiir dX(E,A,t15) relativ zu v und d(B1,B
(x eMM10) gdw 1) x=<P;d,E,G,{A},{z}>e AR (vergl.D67);
2) B1,B2 eE, B1#82, Ae¥P und A liegt auBerhalb von E; 3) A liegt
zwischen F und 82; 4) dx(E,A,t15)=d(A,BZ); 5) y ist der Winkel,
der von der Geraden durch A und 81 und der Parallelen zur Geraden
durch A und 82 durch B1 gebildet wird

2)

T41 In x eMM10 ist dX(E,A,t15) durch y und d(B1,BZ) eindeutig bestimmt
Beweis: geometrisch aus Figur 3 abzulesen #

Der Abstand d(B1,82) muB ziemlich groB sein (historisch:Paris-Cayenne),
sodaB seine Messung weitere Zwischenschritte erfordert.

D79 x ist ein MeBmodell fir d(B,,B,) relativ zu 6,,6,,r,a (xeMM,,)
gdw 1) x=<¥»;d,E,G,{F},{z}>¢ AR; 2) B1,Bze E und B1,B2 liegen
relativ zu G auf einem Meridian; 3) flur i=1,2 ist 6, der Winkel,
der von der Parallelen zu G durch Bi und der Tangentialebene an
E in Bi gebildet wird; 4) r ist der Radius von E; 5) « ist der
Winkel zwischen der Aquatorebene (relativ zu G) urd der Geraden
durch B, und F; 6) d(B1,BZ)=r(sin61—sin62)c05a

Die Situation ist in Figur 4) dargestellt.

F I
[}
i
Fig.4 |
d(By,B5) B, |
I\ | Erde
\ d=d,-d,
e N A\ ‘
BZ 65 51\ }dz Aquatorebene

T42 In x ¢ MM11 ist d(B1,BZ) durch 61:65,T und o eindeutig bestimmt
Beweis: geometrisch aus Figur 4 abzulesen #

D79-6 ist ein geometrisches Theorem,welches d(B1,BZ) durch leichter
meBbare Winkel und r ausdriickt.Die Winkel 61,62 und o« kann man direkt
messen,indem man den Winkel zwischen Erdachse (Polarstern) und der am
jeweiligen Ort errichteten Senkrechten bestimmt.Der einzig verbleiben-
de,noch nicht bekannte Wert ist r,der Erdradius.
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D8O x ist ein MeBmodell fir r relativ zu B und d(a3,a4) (x eMM12)
gdw 1) x=<P;d,E,G,{F},{z}>eAR; 2) ag,a ek und a3£a4 ;
3) aq ist zwischen z und F; 4) O<ac<n/2; 5) o ist der Winkel
zwischen der Geraden durch z und ay und der Parallelen zur Geraden
durch z und F durch a,

Fig.5

T43 In x eMM12 ist r eindeutig durch d(a3,a4) und o bestimmt
Beweis: Aus Figur 5) sieht man mit dem Kosinussatz,daB r=d(a3,a4)/

vy2(1-cosa) #

Der Abstand d(a3,a4) schlieBlich muB immer noch ziemlich groB sein,sodaB
er nicht mit Meterstdben gemessen werden kann.Man wendet abermals die
Triangulation an,um ldngere Strecken auf kirzere zurickzufiihren und
landet am SchluB bei Strecken,die man tatsdchlich mit Meterstdben

messen kann.

Indem wir alle Mefmodelle in der richtigen Weise zusammenfiigen,er-
halten wir folgendes Bild der ganzen MeBRkette.Jeder Pfeil stellt ein
MeBmodell dar.Er zeigt auf den im MeBmodell ermittelten Wert.Die vor-
ausgesetzten Werte stehen am Anfang des Pfeils in einem Kasten.

Fig.6 <
TMM1
i
di(E,J),eM, tE, n
- /
Jamg Pum, \4M3

/// ft1,t2,t3,t4,n * TJ

MM

ttJO’TE’TJde(S;Estg)l
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Der schraffierte Pfeil deutet an,daB das vollstdndige Bild noch einen
weiteren "Ast" enthdlt,der dem linken,mit MM5 bezeichneten isomorph
ist,den wir aber der Ubersichtlichkeit halber nicht ausgefiihrt haben.
Man stellt ohne Mihe anhand von Figur 6) eine Folge von MeBmodellen zu- -
sammen und zeigt,daR tatsdchlich eine MeBkette vorliegt.Das in der
Kette L schlieBlich gemessene Datum ist c,die Lichtgeschwindigkeit,
die Menge V(L) der in der Kette vorausgesetzten Daten ist
{t1,..,t18,c*,a,8.7,61,62,d(a3,a4)} .In dem schraffiert angedeuteten
Ast kommen keine weiteren hinzu,weil man wegen D65-3 bei den Abstands-
messungen die gleichen Zeiten wie im ausgefiithrten Ast nehmen kann.Die
Lichtgeschwindigkeit wird also gemessen durch Bestimmung mehrerer Zeit-
punkte‘t1,...,t18,zu denen bestimmte Konstellationen vorliegen,mehrerer
Winkel a,B,v,6,,6, (jeweils auf der Erde am Ort eines Beobachters
gemessen),sowie eines auf der Erde meBbaren Abstands d(a3,a4) und eines
angendherten Wertes c*.

Man sieht an dieser MeBkette schén,wie erst der "theoretische Uber-
bau" diese schlieBlich direkt meRbaren Daten zu einem komplexen Bild
zusammenfiigt,aus dem sich der gesuchte Wert ergibt.

16) Typen von MeBketten

AbschlieBend wollen wir noch drei allgemeine Typen von MeBketten unter-
scheiden.Zwei davon ergeben sich aus unseren Beispielen,der dritte Typ
bietet einen Ausblick auf das weite Feld intertheoretischer Beziehungen,
das wir in diesem Buch durch Beschrdnkung auf jeweils eine Theorie aus-
geklammert haben,das aber gerade bei Messungen oft zentral wird.

D81 a) L ist eine homogene MeBkette in T gdw L=<x&,...,xn> eine
MeBkette in T ist und es eine MeBmethode B (in T) gibt,sodaB
fir alle ign: x; B

b) L ist eine inhomogene MeBkette in T gdw L eine nicht homogene
MeBkette in T ist

c) L ist eine theorieﬂbergreifende MeBkette gdw es T1,...,Tm und

n (n>2) gibt,sodaB 1) L=<x1,...,xn> ;
2) fur igm ist T, eine empirische Theorie; 3) mg<n;

4) fir alle i <n gibt es j<m und fi,fi,...;f;(i),sodaB X

X1,...,X

ein MeBmodell fiir den definierten Term T! mittels der defi-
. i i . o
nierten Terme f1""’tn(i) in T, ist;

5) Vi<n3j( i<j<naD(x;)eVixy))



88

In homogenen MeBketten sind alle MeBmodelle von der gleichen Art,d.h.
sie gehoren alle zur gleichen Mefmethode.Ein Beispiel hierfir ist die
MeBkette zur Massenbestimmung eines Jupitermondes.Eine inhomogene Mefl-
kette in T enthdlt MeBmodelle,die zu verschiedenen MeBmethoden gehdren.
Alle MeBmodelle sind {oder enthalten) jedoch potentielle Modelle von

T (als Teilstrukturen),d.h.alle in der Kette benutzten MeBmethoden
liefern Messungen im Rahmen von T.Dieser Rahmen wird verlassen bei den
theorieiibergreifenden MeRketten.In einer solchen MeBkette kdnnen die
MeBmodelle aus verschiedenen Theorien stammen.lLediglich der Kettencha-
rakter (D81-c-5) muB gewahrt bleiben,d.h.jedes in der Kette gemessene
Détum (mit Ausnahme des letzten) muB in einem spdteren MeBmodell der
Kette als vorausgesetztes Datum auftreten.

Beispiele fir inhomogene MeBketten in T haben wir in Form der MeB-
kette zur Prédferenzbestimmung und der MeRkette zur Widerstandsmessung
von Drdhten.In beiden werden jeweils verschiedene MeBmethoden benutzt,
die aber alle zu jeweils einer Theorie gehdren.Auch die MeBkette zur
Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit ist als eine inhomogene MeRkette
anzusehen,fir die sich die klassische Kinematik als Rahmentheorie an-
bietet.Alle Definitionen lassen sich auch -nur eben etwas kompli-
zierter- in der Kinematik formulieren.Es wdre jedenfalls ein ziem-
lich willkirlicher Akt,die kinematischen von den rein geometrischen
MeRBmodellen dadurch zu trennen,daB man Kinematik und Geometrie als
zwei verschiedene Theorien ansieht.Die klassische Kinematik enthdlt die
volle euklidische Geometrie.

Ein einfaches Beispiel einer theorielbergreifenden MeBkette erhdlt
man -bei sukzessiver Druck- und Volumenmessung mittels Mechanik und
Thermodynamik .Man kann in der Partikelmechanik "Druck" P1 und MeB-
modelle fir diesen definieren.In einem solchen MeBmodell mit man den

KPM

mechanischen Druck P1 .Mit dem gemessenen Wert geht man in eine An-

wendung der Thermodynamik ein (d.h.man identifiziert PTPM und den
ID in dieser Anwendung).Mit Hilfe von PID

und dem als bekannt angenommenen Volumen V1 miBt man thermodynamisch

thermodynamischen Druck P

(d.h.mittels des idealen Gasgesetzes oder des van der Waalsschen Ge-
setzes) die Temperatur T1.In einer anderen Anwendung der Thermodynamik
kann man aus T1 und einem Volumenwert einen weiteren thermodynamischen

Druck PgD bestimmen.Mit diesem kdnnte man in ein mechanisches System

eingehen,dort PED mit P;PM identifizieren und mittels PSPM

als bekannt vorausgesetzten Fldche z.B.einen Massenwert bestimmen.
Homogene MeBkette liefern in der Regel keine "absoluten" Werte,

sondern,genau wie einzelnen MefBmodelle,nur Verhdltnisse zu vorausge-

setzten Werten.Die Wahl der MaReinheit wird meist durch ein eigenes

und einer
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MeBmodell erfaBt,welches von denen der Kette verschieden ist.Die
Einbeziehung der Wahl der MaReinheit fihrt also in der Regel zu in-
homogenen MeBketten.In der Tat wdre in unserem ersten Beispiel der MeBR-
kette zur Bestimmung der Masse eines Jupitermondes ein weiteres MeR-
modell nétig,wenn wir zu absoluten Massenwerten kommen wollten.Man
konnte etwa die Bestimmung der Erdmasse mittels einer Drehwaage nach
Cavendish durch ein MeBmodell erfassen und vorschalten.Die Kette wird
dann inhomogen.



) DAS MEBPROBLEM

Es sei x ein konkretes System und R? die in x vorkommende i-te Rela-
tion oder Funktion.Will man im System x einen bestimmten Wert R?(a)
messen,so ist in der Regel das vorliegende System x selbst kein MeB-
modell fiir diesen "zu messenden Wert".Andererseits gehort zu jeder
Messung ein MeBvorgang und damit ein MeBmodell y.Will man also in x
den Wert R?(a) messen,so muB man in der Regel ein von x verschiedenes
MeBmodell y benutzen.In y aber miBt man R{(a),den "gemessenen Wert".

Es ergibt sich dann sofort das folgende Problem,das wir als das
MefBproblem bezeichnen wollen:

Der gemessene HWert R{(a) braucht nicht mit dem zu messenden
Wert R?(a) identisch zu sein.

Bei Auftreten dieses Problems ergibt sich die Notwendigkeit,in irgend-
einer Weise vom gemessenen Wert R{(a) auf den zu messenden Wert R?(a)
zu schlieBen.Es ist klar,daB ein solcher SchluB weitere Prdmissen,also
" Zusatzannahmen erfordert,denn logisch gesehen besteht zwischen R?(a)
und R{(a) kein Zusammenhang ~auBer,daB beides Werte fir das gleiche
Argument sind.

Tatsdchlich ist das Problem noch heikler,als es zundchst aussieht.
Denn um von R{(a) auf R?(a) zurilickzuschlieBen,mu man schon eine klare
Vorstellung davon haben,was RT(a) eigentlich fir ein Wert ist.Woher
aber soll man dies wissen,wenn es doch gerade Ziel der Messung ist,
diesen Wert R?(a) herauszubekommen? Die LOsung des MeBproblems besteht
also aus zwei Teilen.Erstens muB man definieren,was man mit R?(a)
genau meint und zweitens muB man Zusatzannahmen machen,mittels derer
man vom tatsdchlich gemessenen Wert‘R{(a) zZu R?(a) ibergehen kann.Den
ersten Teil der L&sung verschieben wir auf das folgende Kapitel.Im
vorliegenden Kapitel beschdftigen wir uns mit den Zusatzannahmen des
zweiten Teils und dazu setzen wir voraus,daB R?(a) schon gegeben ist.
Genauer meinen wir damit,daB wir klare Vorstellungen dariber haben,
was wir mit R?(a) meinen (was nicht implizieren soll,daB wir im kon-
‘kreten Fall auch schon jeweils den genauen,etwa numerischen Wert von
R?(a) kennen).

Es geht also um die Ldsung des MeBproblems unter der Voraussetzung,
daB der zu messende Wert bereits irgendwie definiert ist.Wir unter-
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suchen verschiedene Méglichkeiten des Ubergangs vom gemessenen Wert
R{(a) zum zu messenden Wert R?(a).Der hdufigste Fall ist sicher der

in Abschnitt 17) behandelte,bei dem in den Theorien vorhandene Iden-
titdts-Querverbindungen die bendtigten Zusatzannahmen darstellen.Dies
zeigt einmal mehr die Wichtigkeit von Querverbindungen,die von einigen
Autoren bestritten wurde (z.B. [Przelecki,19741).In Abschnitt 18 be-
trachten wir den Fall,daB bei Auftreten eines systematischen Fehlers

der Ubergang durch eine Korrekturformel erméglicht wird und in Abschnitt
19) wenden wir uns der Rblle'iu,die Konditionalsdtze hier spielen
(kdnnen).

17) Ldsung des MeBproblems durch Querverbindungen

Wir betrachten zuerst den Fall,daB die oben angegebene Zusatzbedingung
aus einer Identitdts-Querverbindung fir Ri folgt.Fiir den Fall,daB die
Elemente von Fi Funktionen sind,lautet die Identitats-Querverbindung
fir T,die durch die Elemente von Q gegeben ist,wie folgt.

D82 T erfullt die Identitdts-Querverbindung fir Ri gdw fir alle
XeQ gilt:
Vx,yVa( x.yeXaaeDom(R})n Dom(RY) ~RY(a)=RY(a))

Im Falle echter Relationen ist "R" in der Gleichung durch die charak-
teristische Funktion " xR" von R zu ersetzen.Falls T die Identitdts-
Querverbindung fir Fi erfiilit,kann man einfach diese als Zusatzvor-
aussetzung fir die L6sung des MeBproblems wdhlen.Denn aus ihr folgt
sofort die gesuchte Identitédt: R?(a):R{(a);Betrachten wir einige Bei-
spiele.

17.1) Abstandsmessung durch Triangulation
D83 a) x ist ein potentielles Modell der Geometrie (x eMp(GEO)) gdw

x=<P,G,E; R; € ,zw,=,d> und 1) P,G,E sind paarweise disjunkte
Mengen,P#¢; 2) € c Px(GUE), zw£P3,s gP4 und d:P x P~ |R'(';

b) x ist ein System mit zu messendem Abstand zwischen a und b gdw
1) x eMp(GEO) und 2) PX={a,b} und a#b

c) y ist ein MeBmodell durch Triangulation beziiglich a,b,c
(yeB,(a,b,c)) gdw 1) y=<P,G,E; |R;(,zw,s,d>eMp(GEO);
2) P={a,b,c} und a#b#c#a; 3) d(a,b)2+d(b,c)2=d(a,c)2
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P,G,E sind Mengen von Punkten,Geraden und Ebenen."a€g" bzw."a ge"
bedeutet,daB Punkt a auf der Geraden g bzw.auf der Ebene e liegt.

zw und = sind die bekannten Zwischen- und Kongruenzrelationen fir
Punkte und d ist eine Abstandsfunktion,die je zwei Punkten a,b deren
Abstand d{a,b) zuordnet.Ein System x mit zu messendem Abstand zwischen
a und b ist einfach ein potentielles Modell der Geometrie,das nur die
beiden Punkte a,b enthdlt.Hierdurch ist offenbar noch kein MeBmodell
und keine MeBmethode gegeben.Ein MeBmodell enthdlt drei Raumpunkte
a,b,c und Punkt a bildet mit den beiden anderen Punkten b,c einen rech-
ten Winkel.Dies wird in D83-c-3 durch den Satz des Pythagoras ausge-
drickt.

T44 X={y/ Ja,b,c,w Ix(x e81(a,b,c)/\w={<a,c.dx(a,c)>,<b,c,dx(b,c)>}A

y=<x;w>)} ist eine MeBmethode fiir einige Argumente von d mittels w
Beweis: X ist eine Strukturart.Seien y_4[d]e XA y_4[d’]s XA(jwa:
d’/\wy.Die letzte Bedingung besagt,daB d{(a,c)=d"(a,c) und d(b,c)=
d’(b,c).Mit D83-c-3 folgt d(a,b)=d"(a,b) #

Sei nun x ein System mit zu messendem Abstand zwischen a und b.Der zu
messende Wert sei dx(a,b).Man braucht zur Messung das MeBmodell vy,
welches durch Erweiterung von x um einen geeigneten Punkt ¢ (x &=vy)
entsteht.In y kann man d_{(a,b) bestimmen unter der Voraussetzung,daB
dy(a,c) und dy(b,c) schon bekannt oder gemessen sind.Unter welchen
Zusatzannahmen kann man nun auf dx(a,b)=dy(a,b) schlieBen? Da GEO die
Identitdts-Querverbindung fiir d enthdlt (vergl. (Balzer,19781,5.34 ff),
liegt es nahe,einfach diese als Zusatzannahme zu wédhlen.

(21) GEQ erfiillt die Identitdts-Querverbindung fir d
Aus (21) erhdlt man sofort die Identitéat dx(a,b)=dy(a,b) und damit
eine L6sung des MeBproblems,was wir trotz der Trivialitdt als Theo-
rem notieren wollen. '

T45 Ist x ein System mit zu messendem Abstand zwischeh a und b,
y eB1(a,b,c) und sind x,y e X e Q(GEQ),so folgt aus (Z1):
d,(a,b)=d, (a,b)

Beweis: Trivial #

17.2) Massenmessung mittels Probekdrper

D84 a) x ist ein System mit zu messender Masse von p gdw X eMp(KPM)
und Px={p}
b) y ist ein MeBmodell fir m beziiglich y,p,p” (y eBz(p;p’,y)) gdw
y=<P;T, R, Ris,m.f,...f > M (KPM); 2) P={p,p"},pép" und v eR*;
3) sz,p3 ePVteT: 3.1) pyépy~ felpy,t)=-wm(p,)m(pg) -
(s(Pg,t)=s(py.t)) +[s(pg.th-slp,,t) | ~3
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3.2) T filpyat)=0; 4) VteT( s(p,t)és(p’,t))
1<ign

Ein System mit zu messender Masse besteht aus nur einem Teilchen p,etwa
einem “frei fallenden" Teilchen im Weltraum,das man sich angendhert als
einen kleinen Himmelskdrper vorstellen kann,der das Sonnensystem durch-
quert,ohne "eingefangen" zu werden.Um die Masse von p zu messen,schieBt
man z.B.eine Rakete p” in die N&he von p,schaltet deren Antrieb aus

und beobachtet,wie p” durch p von ihrer Bahn abgelenkt wird (eine bis
jetzt wohl noch nicht wirklich durchgefihrte MeBmethode).Das zuge-
horige MeBmodell besteht aus dem zu messenden Teilchen p und dem Probe-
kérper p° (der "Rakete").Zwischen beiden soll nur die Gravitationskraft
wirken (D84-b-3),beide Teilchen sollen rdumlich voneinander entfernt
sein P84-b-4).Man kann nun my(p) aus den Bahnen von p und p” berechnen.
Das heifit,m(p) ist in y eindeutig bestimmt.B2 induziert wie folgt eine
MeBmethode.

T45 Fir ye R ist Xi={<y;w>/3p,p (yeBy(pip ,v) aw={<p’,m (p7)>})}

eine MeBRmethode fiir einige Argumente von m mittels w
Beweis: X ist eine Strukturart.Nach D84-b-1 und 3 gilt fir alle teT:
s(p-,t)-s(p,t)

_ Is(p~,t)-s(p,t)]>

Nach D84-b-4 folgt,daB S(p”,t)#0 und o0.B.d.A.kdnnen wir annehmen,daB
die erste Komponente (Koordinate) von sS{p°,t),also é}(p’,t)#O.Es folgt
m(p)=(=1/7)+8, (0", t) |5y (", t) =5, (p,t) 1P+ (s,(p",t)-5,(p,t))"" #

m(p) ist also durch die anderen Komponenten von y eindeutig bestimmt,
wobei w hier streng genommen gar nicht gebraucht wird.
Wieder liegt es nahe,die Identitdts-Querverbindung fir m,die in KPM

m(p )s(p~,t)=-y*m(p)m(p~)

gilt,zur LOosung des MeBproblems heranzuziehen,um von my(p) zZu mx(p)

zu gelangen.

(22) KPM erfiillt die Identitdts-Querverbindung fir m

T46 Ist x ein System mit zu messender Masse von p, ye Bz(p;p’,y) und
sind x,y e X e Q(KPM),so folgt aus (22): mx(p)=my(p)

Beweis: Trivial #

18) Systematische MeBfehler

Die bisherigen Beispiele waren so gewdhlt,daR -wenn wir vom allge-
meinen Problem der MeBungenauigkeit absehen- der gemessene Wert unter
plausiblen zusédtzlichen Identitdtsannahmen mit dem gesuchten Wert exakt
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ibereinstimmt.Bei vielen Messungen treten aber systematische Fehler

auf .Ein systematischer Fehler liegt vor,wenn der gemessene Wert selbst
bei Beriicksichtigung der Zusatzbedingungen (Zi) (und bei Abstraktion
vom Problem der MeBungenauigkeit) vom gesuchten Wert verschieden ist,
wenn man aus dem gemessenen Wert aber "systematisch" durch eine
"Korrekturformel”,die sich aus den benutzten Gesetzen ergibt,den ge-

~ suchten Wert berechnen kann.Die Losung des MeBproblems erfolgt also
hier nicht iber Identitdts-Querverbindungen,sondern iber eine Korrektur-
formel.Der Einfachheit halber beschrdnken wir uns in diesem Kapitel auf
~den Fall,daB alle Ri eP} Funktionen sind.Rge(Ri) bezeichnet in D85

den Wertebereich der Funktion Ri'

D85 a) fX y
eine Klasse potentieller <k,l,m>-Modelle M
2) es gibt i1,...,' < k+l+m,sodaB

t TTprj(x)upr;ly ) x Rge(RY) ~ Rge(RY)
fx .y i<s j i

ist eine Korrekturformel beziglich i gdw 1) Xx,ye Mp fir

p

b) Bei Messung von RX (a) durch Ry(a) entsteht ein systematischer
MeBfehler gdw 1) R (a)fRy(a) und 2) es gibt eine Korrektur-
formel fx bezugllch i und es gibt b1,..,bn,sodaB

fy. y(b1,.:.,b RY(2))=R%(a)

Die in D85 zugrundeliegende Idee ist einfach. RX (a) soll sich mittels
einer Korrekturformel aus Ry( } ergeben.Dies kommt in D85-b-2 zum Aus-
druck .Der Begriff der Korrekturformel beinhaltet dreierlei.Erstens
soll R?(a) durch R{(a) und eventuell andere "Parameter" eindeutig
festgelegt ("berechenbar") sein.Diese Bedingung wird dadurch erfillt,
daB die Korrekturformel f eine Funktion ist.Zweitens sollen auBer

Y
R*(a) und Ry(a) die in der Formel auftretenden Parameter Elemente der

B;sismengen von x oder y oder der Relationen aus x oder y sein (D85-a-2).
Das heiBt,die Korrekturformel enthdlt nur "Teile" der beiden Struk-
turen x und y; keine "Teile" aus anderen Strukturen.Drittens soll die
Formel einen systematischen Zusammenhang herstellen.Dem wird dadurch
Rechnung getragen,dafB f .y auf dem ganzen moglichen Bereich von Argu-
menten passenden Typs deflnxert ist (D85-a-2).Intuitiv kann man sagen,
daB ein systematischer Fehler vorliegt,wenn R’ (a)#Ry(a) und wenn man

(a) aus Ry( ) unter Bezugnahme auf geelgnete Komponenten der Struk-

turen x und y berechnen kann.
Wir betrachten zur Illustration ein Beispiel,in welchem zum einen
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einfache Verhédltnisse beziiglich des auftretenden systematischen Fehlers
vorliegen,welches aber zum anderen mathematisch nicht mehr véllig
trivial ist: das Beispiel der Gewichtsmessung mittels Federwaage.

Gegeben sei ein potentielles Modell x=<P;T,|R3,|R;s,m,f1,..,fn>
von KPM welches auch real sein soll (d.h.3Jze I(KPM)(z E x)). P mbge
nur zwei Teilchen p,p” enthalten.p” kann man sich im folgenden vor-
stellen als die Erde,p als ein kleines Teilchen,welches man an eine
Federwaage hdngen kann.Wir mochten das Gewicht von p an einem bestimmten
Ort in x bestimmen.Zu diesem Zweck nehmen wir p,hdngen es an eine ge-
eignete,starr aufgehdngte Federwaage,deren Federkonstante k als be-
kannt vorausgesetzt wird,lassen die Feder schwingen und lesen,wenn sie
zur Ruhe gekommen ist,deren Auslenkung aus der Ruhelage ab.Macht man
fir das so entstehende MeBmodell die "richtigen" Voraussetzungen,so
148t sich das Gewicht von p am Ort der Ruhelage in y berechnen,wobei
y das System bezeichnet,das den MeBvorgang erfaBt.

Man weiB aber,dal das Gewicht -aufgrund seiner Definition (siehe
D86-b unten)- mit dem Abstand von p zu p” variiert,also ortsabhédngig
ist.Das in y gemessene Gewicht ist nur dann mit dem gesuchten Gewicht
in x identisch,wenn der Ort von p in x,an dem man das Gewicht messen
méchte,zum Ort von p° den gleichen Abstand hat wie der Ort von p in y
bei ausgelenkter,zur Ruhe gekommener Federwaage.Diese Voraussetzung ist
im allgemeinen nur durch Zufall erfiullt,weil man ja,bevor man p an die
Federwaage hdngt,nicht weiB,wie weit diese ausgelenkt wird.Ist die Vor-
aussetzung verletzt,so weiB man aufgrund der Theorie,daB beide Gewichte
(fir praktische Zwecke vernachldssigbar wenig) voneinander verschieden
sind und man muB durch theoretische Uberlegungen den systematischen
MeRfehler eliminieren,d.h.aus dem in y gemessenen Gewicht das gesuchte
Gewicht in x berechnen.

086 a) x ist ein Modell von KPM mit definierbarem Gewicht fiir p
(relativ zu p~,v) (x e DG(p;p " ,v)) gdw
1) x=<P;T, R, Ris,m,fy, . .,f > MM (KPM);
2) p#p’,p,p " eP und ye R*; 3) Vt,t"eT( s{p”,t)=s(p’,t"));

4}y Vte T( f1(p,t):-‘ym(p)m(p’) s(p,t)-s(p”,t) 3
s(p.,t)-s(p”,t)]

b) Ist x e DG(p;p ,y) und s e R3,so gelte Gx(p,s)=a gdw
JteT( s, (p,t)=saa=|fi(p,t)])

Ein Modell x von KPM mit definierbarem Gewicht enthdlt mindestens zwei
Teilchen p,p” und p° ruht in x (D86-a-3).Auf p wirkt die von p~ ver-
ursachte Gravitationskraft (D86-a-4),wobei die Gravitationskonstante

v als gegeben vorausgesetzt wird.Uber die weiteren Krdfte und
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sonstigen Teilchen ist nichts ausgesagt,nur soll das ganze System das
Zweite Newtonsche Axiom erfillen (D86-a-1).Das Gewicht von p am Ort

s wird in b) definiert als Betrag der Gravitationskraft,die auf p dann
wirkt,wenn sich p am Ort s befindet.Da in der benutzten Axiomatisierung
die Kréfte im allgemeinen nicht explizit vom Ort abhdngen,miissen wir
die Verbindung zwischen Kraft und Ort auf dem Umweg iber die Zeit her-
stellen.Das folgende Theorem zeigt,daB der Effekt genau der gewinschte
ist.

T47 Gx(p,s) ist in x e DG(p;p”,y) eindeutig durch s bestimmt

Beweis: Fir t,t” eT mit s(p,t)=s=s(p,t”) gilt f1(p t)=-ym(p)m(p~)-
(s(p,t)=s(p”,t))«[s(p,t)-s(p-,t)| S==qm(p)m(p~)(s- s(p t)]s-s(p”,t)|
==ym{p)m(p”)(s(p,t")-s(p ,t"))|s(p,t")-s{p”,t" )| -f1(p,t‘) wegen
D86-a-3 und 4 #

Natirlich kann man D86-b auch in Systemen mit mehreren Teilchen betrach-
ten.Nur wird man,wenn die Massen dieser Teilchen relativ zu der von p~
groB sind und ihr Abstand zu p° relativ klein ist,nicht mehr von
lf1(p,t)| als Gewicht reden wollen.Im folgenden MeBmodell schrdnken wir
daher die Partikelmenge auf die wirklich relevanten Teilchen ein.

D87 a) y ist ein GewichtsmeBmodell fir p mittels Federwaage (relativ zu
p st ,k,y ) (y eMG{p;p~,t ,k,y)) gdw es Py gibt,sodaB
1) y=<P;T, R3, Ris,m, f1 cof > eD6(pipT.y) 5 2) P=(p,p",py)
und p#p #py#p ;5 3) tTeT, ke R* und ye RY; 4) fir alle teT:
4.1) fo(p,t)=-k-(s(p,t)-s(py,t))- S(p,t)

4.2) VpeP ~N{p}( f (p t)=f ( t)=0) ; 4.3) VEEPZZ z  fi(p,t)=0
<1 n

A

5) Ja e RVt eT( fz(p,t)=a-(_s(p’,t)-s(p1,t)))

6) s(p.t")=s(py.t”) A $(p,t7)=0; 7) FB, ¢ R mit 8<0<pg” und
7.1) VteT( s(p”,t)=<8,0,0>n s(py,t)=<g”,0,0>)

7.2) B%28=0 A-2a/k < 83 < -a/4k ,wobei a=zym(p)m(p~)

b) y ist ein GewichtsmeBmodell mittels Federwaage gdw es p,p”,t”,

k,y gibt,sodaB y ein GewichtsmeBmodell fir p mittels Feder-
waage relativ zu p“,t”",k,y 1ist

-

Ein GewichtsmeBmodell enthd&lt genau drei Teilchen:
ein Teilchen,das am Ort des Federendes bei nicht-belasteter Feder ruht
(eine "Marke") und p,dessen Gewicht man messen will (siehe Figur 7).
D87-a-1 beinhaltet in Verbindung mit D86-a-1,daB keine "&uBeren" Krdfte
auf das System wirken und in Verbindung mit D86-a-4,da auf p die von
p° yerursachte Gravitationskraft wirkt.Da somit f1 die Gravitations-
kraft bezeichnet,fordert D87-a-4.2,daB auf die von p verschiedenen

Teilchen keine Gravitationskraft wirkt,ndmlich f1(B,t)=O.Dés ist

,"die Erde”,p1,
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natiirlich fiktiv und heiBt,daB man die auf p” und Py wirkende Gravi-
tationskraft vernachldssigt.Aber zwischen p” und p, herrschen -bedingt

LLLL04L0001Y L1101/ 10111

Fig.7

- .
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durch die starre Aufhdngung der Feder- starke Zwangskrédfte,gegen die
die Gravitationskraft zwischen p” und Py vernachldssigbar klein ist.Man
konnte mit einiger Komplikation auch die restlichen Gravitationskrdfte
beriicksichtigen.Da wir dies nicht tun,wdre eventuell in einem weiteren
Schritt zu untersuchen,ob unsere vereinfachende Annahme noch einen wei-
teren systematischen MeRfehler verursacht. D87-a-4.1 besagt zweierlei.
Erstens wirkt auf p eine Hookesche Kraft fz,eben die Kraft,mit der die
Feder p in Richtung Py Zieht.Zweitens ist diese Hookesche Kraft durch
das Zusatzglied "-s(p,t)" geddmpft: je groRer die Geschwindigkeit von

p bei Schwingung der Feder ist,desto groBer ist die dampfende Kraft
(z.B.Reibung),die das Teilchen in die Gleichgewichtslage zieht.Die Kon-
stante im Dampfungsglied haben wir der Einfachheit halber gleich 1 ge-
setzt.Nach D87-a-4.2 wirken auf die von p verschiedenen Teilchen keine
solchen Hookeschen Krdfte und nach D87-a-4.3 heben sich die restlichen
Krdfte (darunter die Zwangskrdfte fir p1) gegenseitig auf.

Die restlichen Bedingungen stellen spezielle Annahmen dar,die den
Ablauf der Messung mathematisch zuganglich machen.Nach D87-a-5 wirkt
die Hookesche Kraft auf p entlang der Verbindungsgeraden zwischen p~
und p1,soda8 man bei geeigneten Anfangswerten eine Bewegung in nur
einer Dimension erhdlt.D87-a-6 legt die Anfangswerte fest.t” markiert
den Zeitpunkt,in dem p -an der Feder festgemacht- losgelassen wird.
Das Federende befindet sich zu t° bei s(p1,t’) und vor dem Loslassen
in Ruhe ($(p,t”)=0).D87-a-7 enthalt vier Bedingungen.Erstens sollen die
Orte von p” und p, sich nicht &ndern (d.h.p” und Py ruhen im Bezugs-
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system ,Bedingung 7.1).Zweitens sollen diese Orte auf der 1-Achse
liegen (7.1),drittens p~ links und P, rechts vom Nullpunkt (B<0<g”).
Viertens stellt 7.2 zwischen den Konstanten g,8",k,y,m(p} und m(p”~)
geeignete Verhdltnisse her,sodaB das System bei den in 6 gegebenen
Anfangsbedingungen auch wie vorgesehen ablduft und nicht z.B.durch den
Hookeschen Bereich der Feder in einem Zug zur Erde fdllt und dann an
der kaputten Feder hdngt.

JT48 a) MG(p;p“,t7,k,y) € DG(p;:p~,v)
b) Ist y=<P;T, R%, Ris,m,fy,...,f >eM&(p;p*,t",k,v),50 gibt es
genau ein t*(y),sodaB fir alle t,t*eT mit t*(y) <t,t* gilt
1) t7<t*(y)s 2) s(p,t)=s(p,t*); 3) |s(p”,t)-s(p,t)]|+
[s(p,t)-spy,t)|=]s(p ,t)-s(py,t)]| ; , '
) m(pn(p)thzseLt) o (s(p,t)-s(py.1))
[s(p,t)-s(p”,t)
Beweis: a) folgt unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen.
b) Es sei y=<P;...,fn> e MG(p;p°,t " ,k,y).Aus D87-a-7 erhdlt man durch
Rechnung
(1) Je( 0O<e<tak/Ned-e?)sd > arka (e2-e)82).
Sei a:=ym(p)m(p”) und U:= RN {8} -~ R definiert durch
1
S-8
(2) Js*(B< B*<0<B A U(8*)>0). ‘
Sei v:=-3B2 und q:=a/k+253.FUr die Ableitung U” von U erhdlt man
(3) U"(s)=0~ 0=s3+vs+q und aus D87-a-7 folgt
(4) v2/4+p3/27 <0. Wir betrachten die in y wegen D87-a-1,4,6 und 7.1
geltende Differentialgleichung
(5) m(p)§(p,t)=-ym(p)m(p ) Sleotl=s(BLE)  op(s(p,t)-s(py.))-3(p,1)
[s(p,t)-s(p”,t}]|
mit s(p,t")=<g",0,0> ,s(p,t")=0. Wegen D87-a-5 und 7.1 handelt es sich
um ein eindimensionales Problem.Wir kénnen daher ohne Beschrdnkung der

U(s)=-«a -kB’s+(k/2)52. Durch Rechnung erhdlt man aus (1)

Allgemeinheit annehmen,daB s:P xT -~ R. Weiter beschrdnken wir die Unter-
suchung auf den Bereich s{p,t) >8,sodaB der Betrag in (5) wegfdallt.(5)
wird dann mit D87-a-7 zu ‘

(6) m(p)éYp,t)=—a———l———-——2 +kB -ks(p,t)-$(p,t) mit s(p,t”)=8" und
§(p,t’)=0. (s(p,t)-g)

Die analytische L&sung von (6) ist schwierig,sodaB wir eine etwas
physikalische Betrachtung durchfiihren,die sich aber einwandfrei zu
einem Beweis ergdnzen ldBt.Wir lassen zundchst das Dampfungsglied weg
und betrachten die (ortsabhdngige) Kraft f(s)=1/(s—s)2+kﬂ’-ks ,die
sich als Gradient des oben angegebenen Potentials U(s) gewinnen 1&Bt.
Setzen wir U”(s)=0,s0 folgt nach (3) 0=s3+vs+q. Wegen (4) hat dann die
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Gleichung U7 (s)=0 dréi reelle Nullstellen (vergl.z.B. (Smirnoff,1962],
$.383 ff.).Folglich hat U im Bereich s >B zwei Extrema,d.h.auch ein
Minimum.Aus D87-a-7 erhalt man (7) U(B") <0<U”(8").

Nach (2) gibt es aber B* mit B<B*<pg”,sodaB U(B*) >0.U nimmt also
zwischen B* und 8° ein Minimum an,etwa bei eo.Aus (2) und (7) folgt
(8) U(B’)-U(BO) <U(B*)-U(BO), d.h. der Startpunkt B’:s(p1,t’)=s(p,t‘)
liegt im "Potentialtopf". Wegen der Anfangsbedingung s{p,t")=0 bleibt
daher p stets im Potentialtopf.Das Dampfungsglied bewirkt schlieBlich,
daB die Schwingung im Minimum B, zur Ruhe kommt,d.h. Ft>t ytr>t
(s(p,t)=s(p,t*)).Mit t*(y):=infl{t/t >t A Vit*x>t( s(p,t)=s(p,t*))}

ist Teil 1) und 2) bewiesen.Teil 3) besagt,daB sich p im Gleichgewicht
echt zwischen p~ und Py befindet.Dies folgt aus B <80 <B”".Teil 4) folgt
aus Teil 2) und (5) #

Wir kdnnen nun zeigen,daB die MeBmodelle mittels Federwaage eine MeR-
methode induzieren.

T49 Fir y e MG(p;p~,t ,k,y) definieren wir
0 fir t <t*(y)
G (t) = =
y.p { Fy(p.t)| fur tx(y) <t

Dann ist X={z/3p,p .t ,k,v,t Iy z=<y;f)1'(p,t);Gy’p(t)>A tr(y) <t
Ay eMG(p;p ,t " ,K,v))} eine MeBmethode fiir den definierten Term

G mittels des definierten Terms ?1
Beweis: Sei S:={z/3p,p;t”.k,y( z= <y;f{;Gy’p>/\y eMG(p;p .t ,k,v))1.
S ist eine typisierte Klasse mit definierten Termen G . und T1.X erfiillt
dann D39-a-3 und ist eine Strukturart. Gy’p(t) ist in x € X eindeutig
bestimmt,da explizit definiert #

Die Festsetzung G (t)=0 fir t<t*(y) ist reine Konvention und nur der
Eindeutigkeit halbeér erforderlich.Man kénnte auch Gy,p(t)=|f{(p,t)|

fiir t <t*(y) setzen,wiirde aber damit verschleiern,da man

|f{(p,t)| fiir t <t*{y) nicht als "Gewicht" ansehen kann.

Will man nun das Gewicht von p in einem System x mit definierbarem
Gewicht fir p am Ort s messen,so geht man folgendermaBen vor.Man hdngt
p an eine deeignete Federwaage,die durch ein y e MG(p;p~,t " ,k,v) erfaBt
wird,wartet,bis die Schwingung abgeklungen ist (d.h.bis zu einem Zeit-
punkt t mit t>t*(y)) und liest die Auslenkung d=|sy(p,t)-sy(p1,t)|
ab.Nach D87 und D86-b ist dann Gy(p,sy(p,t))=|f¥(p,t)|=k-d,sodaB man
bei bekannter Federkonstante k das Gewicht von p am Ort sy(p,t) er-
mittelt hat.Wie in den Beispielen des letzten Abschnitts m&chte man
nun wieder durch geeignete Zusatzbedingungen (24) auf Gy(p,sy(p,t))=
Gx(p,s) schlieBen.In (Z4) wird man fordern,daB die Teilchen p und p~
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in x und y identisch sind und in x und y gleiche Masse haben (Identi-
tdts-Querverbindung fir m); sowie,daB die Gravitationskonstante 4 in
beiden Systemen identisch ist (Identitdts-Querverbindung fir T ).

(Z4) Py=tPsP sPyseesP FAP={D.RIDI}AP=RAP =D A VX, yeMMKPM)

Ve*( pxeP,nP, - mx(p*)= P A v, =y,

Diese Zusatzbedingung reicht aber flir den gewiinschten SchluB auf Gx(p,s)
nicht aus.

T50 Ist x eDG(p;p’,yX), y e MG(p;p~ , ,yy), gilt (Z4) und sind

t,t*e T so,daB sx(p,t)=s, s . (p, t*):s’, t*(y) <t* und s#sx(p’,t),

s’#sy(p’,t*), so gilt

Gy(p.s’)=GX(D,S) gdw IS‘-sy(p’,t*)|=|s-sx(p’.t)|
Beweis: "=". Nach D87-a-1, D86-a-1 und Voraussetzung gilt firs .
trly) <txi oy m (p)m (p7)-(1/]s"-s, (p",t*) |2)=If¥(p,t*)I=Gy(p,5’>=
6,(p,s)=]F5(p,t) [=v,m (pIm (p")-(1/]s-s,(p",t*) | ¢). Mit (Z,) folgt
|s’-sy(p’,t*)|=|s-sx(p’,t)|. "&=" Ergibt sich durch Lesen der obigen
Gleichungen in umgekehrter Richtung #

Y

Die Bedingung in T50,daR s#sx(p’,t) und s’#sy(p’,t*), hat bloB tech-
nischen Charakter und stellt inhaltlich keine Einschrédnkung dar.T50
besagt,wie aus der Physik bekannt,daB das Gewicht von p an den Orten s
in x und s in y genau dann gleich ist,wenn unter Beriicksichtigung von
(Z4) die Abstédnde beider Orte zu p~ (der "Erde") in x und y gleich sind.
Gewicht ist eben ortsabhédngig.

Falls p in x am Ort s ruht,kann man natirlich auch die Federwaage
zu p hinbringen,p anhdngen und die Federwaage so lange "nach oben" be-
wegen,bis die Gleichgewichtsauslenkung erreicht ist.Bei diesem Vor-
gehen sind die Orte s,s” identisch und man kann nach T50 mittels (24)
auf Gy(p,s’)=GX(p,s) schlieBen.Im allgemeinen ist dieses Verfahren
aber nicht anwendbar,man muB p aus dem System,in dem es sich urspriing-
lich befindet,herausnehmen und es an die Feder hidngen,ohne daB man
weil,daB der Gleichgewichtspunkt den gleichen Abstand zur Erde haben
wird,wie der Ort,von dem man p weggenommen hat.Sind die beiden Ab-
stdnde verschieden,so liegt ein systematischer MeBfehler vor.Denn nach
T50 ist Gy(p,s’)#GX(p,s).Mittels einer einfachen Korrekturformel (T51
unten) kann man aber Gx(p,s) aus den Ortsverhdltnissen und Gy(p,s')
berechnen.

151 Unter den Voraussetzungen von T50 gilt G (p,s)=a-Gy(p,s’) mit
as|s” -sy(p *) ] /ls Sy t)|2

Beweis: Mit A:=|s- sx(p ,t)[ und B:=]s"-s (p~, t*)[2 ergibt sich aus

(24): w6y (p,s )=ar [F{(p,t)[=y,m (P)m (p")a(1/B)=y,m, (p)m (p")B/(B-A)=
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ym(p)m(p”) (1/A)=| F1(p.t)| =6, (p,s) #

Die in D85 geforderte Funktion fx y ist hier gegeben durch
. sopey 2

- y(p,t )'Sy(p $t2)|

I's, (p.t)-s,(p",t)]

Sie hdngt explizit nur ab von den Komponenten sx,sy und den "Objekten"

p,p",t,t".Physikalisch besteht die Pointe dieses Verfahrens darin,die

Gravitationskraft auf p ohne Kenntnis der Massen zu messen.

Ein weiteres schones Beispiel fir Messung mit systematischem MefR -
fehler bildet die Temperaturmessung mittels Thermometer in der Thermo-
dynamik.Beim Eintauchen des Thermometers in die zu messende Substanz
erfolgt in der Regel ein Wdrmeaustausch (falls nicht zufdllig Thermo-
meter und Substanz gleiche Temperatur haben),sodaB die abgelesene Tem-

peratur die des Gesamtsystems "Substanz plus Thermometer" ist.Man kann
auch hier den Fehler mit Hilfe der Theorie systematisch eliminieren.

|'s

,B) *B

flp.p"ut,t7,s,,s,

19) Konditionalsdtze

Zum AbschluB dieses Kapitels wollen wir zeigen,daB die oben beschrie-
benen MeBvorgdnge sich zwanglos in die Analyse von Konditionalsdtzen,
wie sie in den letzten Jahren im Bereich der Modallogik vorgeschlagen
wurde,einfligen.Der Hauptzweck der Untersuchung besteht im Nachweis,daB
die von Modallogikern entwickelten Vorstellungen (ber die Semantik von
Konditionalsdtzen sich auch und gerade im Bereich der Messung anwenden
lassen.Dies dirfte neben den in der Literatur vorgebrachten philosophi-
schen Argumenten ein weiteres Argument fiir die Addquatheit der modal-

logischen Interpretation von Konditionalsédtzen sein.Daneben wird die
_Untersuchung auch zeigen,daB der von Kripke und Putnam geprdgte Be-
griff des "starren Designators" in der Tat die wichtige Rolle spielt,
die beide Autoren ihm zuweisen.SchlieBlich liefert der semantische
Apparat fir Konditionalsdtze auch eine Lésung des MeBproblems,die aller-
dings praktisch kaum von Relevanz sein dirfte.

19.1) Die Lewis“sche Semantik mdéglicher Welten

Wir relativieren die ganzen Betrachtungen auf eine gegebene empiri-
sche Theorie T=<MD,M,Q,I>. Ausgangspunkt bildet eine Menge "méglicher
Welten",die wir in naheliegender Weise mit M_ identifizieren. Mp stellt
in der Tat die fir T moglichen Welten dar,d.h.alle mdglichen
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Situationen,die sich mit der Begrifflichkeit von T erfassen lassen.
Fiir jede mdgliche Welt xe Mp flihren wir nach [Lewis,1973] ein Umgebungs-
system fiir x ("system of spheres") ein.

D88 Fir xe Mp ist Ux ein Umgebungssystem fir x gdw 1) UX c Pot(Mp);
2) ¥SelU ( xeS); 3) VS,57 el (SES"vS gS);
4) VVSUX(wenn V endlich ist,dann ﬂVeUx); 5) VVQUX( Uvel,)

Die Elemente von UX heiBen Sphdren oder Umgebungen von x.Wir werden sie
auch als "Ahnlichkeitsgrade" bezeichnen.Eine Sphédre SeUx ist einfach
eine Menge moéglicher Welten,die sich von x nur bis zu einem bestimmten
Grad (der durch S "implizit" festgelegt ist) unterscheiden.Anders ge-
sagt: S ist eine Umgebung von x im Raum der mdéglichen Welten. Ein Um-
gebungssystem UX fiir x besteht nun aus einer ganzen Menge solcher
Sphédren,die sich um x herum ineinandergeschachtelt ausbreiten.Die In-
terpretation der einzelnen Forderungen ist klar.D88-3 fordert,daB die
Sphdren (Ahnlichkeitsgrade) vergleichbar sind.Fir je zwei Ahnlichkeits-
grade S,S° ist entweder S “"kleiner-gleich" S° (S€S”) oder S” "kleiner-
gleich" S (S°€S).Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen
mehrerer Ahnlichkeitsgrade sollen wieder Ahnlichkeitsgrade ergeben,wo-
bei NV "kleiner oder gleich”" als jeder Grad in V und UV "gréBer oder
gleich" als jeder Grad in V ist.Diese Bedingung ist etwas schwdcher

als die entsprechende bei Lewis ([Lewis,1973]1,5.14),aber im Hinblick
auf die topologischen Verhdltnisse in |R besser zu handhaben.Sicher
wird sich ein Logiker finden,der auch fiir diese Bedingungen einen Voll-
stdndigkeitssatz beweist.Bedingung 2 ist bei Lewis nicht generell ge-
fordert,vereinfacht aber das System.Da mit einer Verletzung in Anwen-
dungen nicht zu rechnen ist,betrachten wir nur dies etwas eingeschréank-
te System.Mdgliche Welten aus L/UX heiBen erreichbar ("accessible").
Im allgemeinen und auch in konkreten Beispielen ist (}UX#Mp,also nicht
jede mégliche Welt von x aus erreichbar.

Um auf Konditionalsdtze,also jedenfalls auf Sdtze zu kommen,nehmen
wir an,daB eine Sprache L gegeben sei,mit der Bedingung,daB die
“Strukturen fir L" im Sinne der Modelltheorie (vergl. etwa [Shoenfield,
19673,5.18) gerade mit den Elementen von Mp tibereinstimmen. i

Diese Annahme kann in konkreten Fdllen zu Schwierigkeiten fiihren,
weil den Komponenten der potentiellen Modelle schon iiber bloBe Typi-
sierungen hinausgehende Bedingungen auferlegt sein k&nnen.Man kann dann
entweder diese Bedingungen in die Definition der Modelle verlegen oder
einen eingeschrénkten Begriff von "Struktur fir L" verwenden,der aller-~
dings beim Beweis von Vollstédndigkeitssdtzen groBe Mithe bereitet.Auf-
grund dieser Moglichkeiten ist unsere Annahme jedenfalls haltbar.
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D89 a) L ist eine Sprache fir T gdw gilt Mp={x/x ist eine Struktur
fir L}
b) Ist L eine Sprache fiir T und sind A,B Sdtze von L,soc heiBt
Ao+ B ein Konditionalsatz von L

"Ao-» B" ist zu lesen als "Wdre A der Fall,so auch B".Uber Iteration
modaler Operatoren (O ist ein solcher) zerbrechen wir uns nicht den
Kopf; L selbst soll keine solchen enthalten.

In den Strukturen fiir L kann man in iblicher Weise Giltigkeit und
Erfillbarkeit fiir Sdtze von L definieren.Wir nehmen an,dies sei ge-
schehen und haben dann eine Bewertungsfunktion J,die jedem Satz A von
L in jeder Struktur x EMD einen Wahrheitswert JX(A) e {w,f} zuordnet.
Identifizieren wir die Menge der Sdtze von L mit L selbst,so ist also
J:Mp XL - {w,f} ,oder fir festgehaltenes x JX:L ~{w,f}. J wird nun
nach Lewis wie folgt auf Konditionalsdtze von L ausgedehnt;die Rela-

tivierung auf UX deuten wir mit einem "*" an.

D90 Ist L eine Sprache fir T, Am—» B ein Konditionalsatz von L,

X eM_ und UX ein Umgebungssystem fir x,so gelte

P
JX(Ap—» B)=w gdw entweder 1) VyeUUX(J (A)=f) oder
2) 3seU (3Fy sS(Jy(A)=w)A Yz eS(J, (A=B)=w))

Zur besseren Interpretation fiihren wir nach Lewis einige intuitive Ab-
kirzungen ein.Eine mogliche Welt y heiBe von x aus erreichbar (relativ
zum Umgebungssystem Ux fir x),wenn y in einer Umgebung S eUx von x
liegt.Nach D88-5 heift dies y eLjUX. Eine mégliche Welt y heiBe eine
A-Welt (bzw. B-Welt),wenn Jy(A)=w (bzw. Jy(B)=w),d.h.wenn der Satz A
(bzw.B) in y giltig oder wahr ist.D90 liest sich dann wie folgt.

"Ao~» B" ist wahr in x relativ zu Ux,wenn es entweder (1) keine von x
aus erreichbare A-Welt gibt oder (2) wenn es eine von x aus erreich-
bare A-Welt gibt (3S eL&Hy eS(Jy(A)=w)),sodaB "A~ B" in allen vom
Grad S zu x dhnlichen Welten wahr ist (Vz eS(JZ(A -B)=w)).Anders
gesagt: "Ao-» B" ist wahr in x,wenn entweder A in jeder von x aus

erreichbaren Welt falsch ist oder wenn in einer Umgebung S von x,die
eine erreichbare A-Welt enthdlt,jede A-Welt auch eine B-Welt ist.

Am besten kann man sich den Inhalt dieser Bedingung klar machen,
wenn man annimmt,daB jede Teilmenge V von q(ein "kleinstes" Element
hat {d.h. 3FS eVV¥V S’e V(S& S”):. Dann betrachtet man die Menge V aller
Umgebungen von x,die A-Welten enthalten.Nach Annahme hat V ein klein-
stes Element S* mit Jy eS*(Jy(A)=w).DQO fordert nun,daB in dieser
"ndchsten" Umgebung von x,in der A erfillt werden kann,auch B gilt.
Genauer: in jeder Welt aus S* muB A-B wahr sein.Um AG> B als wahr
zu erweisen,sucht man also die oder eine ndchstgelegene Welt y,in
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der A wahr ist. In dieser oder allen diesen muB dann auch B wahr sein.

Der springende Punkt bei der Analyse ist natiirlich die Relativierung
der Wahrheit von "A@» B" auf ein Umgebungssystem von x.Nur wenn man
iber dieses und iiber die Ahnlichkeitsgrade klare Vorstellungen hat,ist
man in der Lage,den Wahrheitswert herauszufinden.Es zeigt sich bei Be-
trachtung von Beispielen,daB man oft ein klar definiertes Umgebungs-
system angeben kann.Die Verdnderungen,die sich beim Ubergang zu einer
mdglichen Welt ergeben,sind dann in "gesetzesartiger" Weise gegeben,
sodaB man auch die entsprechenden Verdnderungen der Wahrheitsbedingung-
en "berechnen" kann.

19.2) Starre Designatoren

Nach Kripke und Putnam werden mogliche Welten "an starren Designatoren
festgemacht" (vergleiche [Putnam,1979],5.43ff.).Die dabei zugrunde-
liegende Idee ist einfach.Der Begriff einer moglichen Welt ist zundchst
vollkommen "undefiniert" und vage.Um zu einem brauchbaren Begriff zu
kommen,muB man die méglichen Welten irgendwo "anbinden",damit sie nicht
villig "frei herumschweben".Man bindet sie an die wirkliche Welt an und
zwar,indem man davon ausgeht,dal bestimmte,ausgewdhlte Ziige,Objekte
oder Eigenschaften in allen mdglichen Welten mit denen in der realen
Welt identisch sind.Zum Beispiel soll Wasser in allen mdéglichen Welten
mit Wasser auf unserer Erde identisch sein,genauer: "Wasser" soll in
allen mdglichen Welten das gleiche bedeuten,wie in der wirklichen Welt.
Diese Zige,Objekte oder Eigenschaften,die ihre Identitdt mit einem
Ausdruck von Stegmiiller "querweltein" bewahren (bzw.genauer deren
sprachliche Bezeichnungen) heiBen starre Designatoren.Es ist im Moment
nicht klar,ob es "absolute" starre Designatoren gibt,bei deren "Auf-
weichung" das Reden {iber mégliche Welten unsinnig wird,oder ob alle
Terme in verschiedenen Kontexten einmal starr,ein andermal nicht-starr
gebraucht werden.Die Entscheidung hier hdngt auch eng damit zusammen,ob
man Kategorien im Kantschen Sinn als existent annimmt.In den folgenden .
Beispielen ist ziemlich klar,daB die dort benutzten starren Designa-
toren in anderen Kontexten diese Rolle nicht zu spielen brauchen.

D91 Sei T eine empirische Theorie mit potentiellen <k,l,m>-Modellen,

X eMp und Ux ein Umgebungssystem fiir x.

a) Sei t e{U1,...,Uk,F1,...,Fm}. t ist ein starrer Designator
beziiglich U, gdw VSeUXVyeS( tx=ty)

b) Fir 1<i<k und a eD? heilt a starr beziglich Ux gdw
VSEUXVyeS(aeD)il)

¢) Fur 1 <i<m heiBt Ni quasistarr beziglich U, gdw
Vs eUxVysSVa(aeDom(R’i()/} Dom(R)i’) - R’f(a):R{(a))
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t ist also starr,wenn in allen von x aus erreichbaren moglichen Welten
y I die gleiche Realisierung hat wie in x.Man muB sich x als "die
wirkliche Welt" oder besser: als ein reales potentielles Modell von T
vorstellen.Die Relativierung auf ein Umgebungssystem fir x ist wesent-
lich,weil meist nicht alle Welten von x aus beziiglich UX erreichbar
sind.Der Effekt dieser Relativierung liegt darin,daB man die starren
Designatoren fir T nicht ein fir alle Mal festlegt.Man kann,je nach Be-
darf,Ziel und Kontext,verschiedene UX betrachten und zu diesen gehf6ren
eventuell verschiedene starre Designatoren.Die Hilfsbasismengen,bzw.die
zugehorigen Terme,sind per Definition einer empirischen Theorie keine
geeigneten Kandidaten fir Starrheit.

Da wir fir Objekte aus den Basismengen keine zugehdrigen Terme haben,
nennen wir in D91-b einfach a selbst starr.a soll in allen Basismengen
D{ aus den von x erreichbaren Welten vorkommen und damit in diesen
allen identisch sein.Diese Identitdtsforderung verliert ihren trivialen
Anstrich,wenn wir uns a in einer Sprache durch eine Konstante a reprd-
sentiert denken.a wdre "starr" zu nennen,wenn die Interpretation (Re-
alisierung) von a in allen von x aus erreichbaren Welten identisch ist.
In Teil c) der Definition schlieBlich wird der Begriff des starren
Designators etwas abgeschwdcht.Die Abschwdchung liegt darin,daB R? und
R{ nicht mehr im ganzen Funktionsverlauf identisch sein missen,sondern
nur fir Argumente,die in beider Definitionsbereich liegen.Es wird also
zugelassen,daB sich der Definitionsbereich von R?.beim ibergang zu
einer anderen Welt y dndert.Die Forderung hinter dem Prafix "¥S st
VyeS" in ¢) ist dieselbe wie bei der Identitdats-Querverbindung fir
Wi.éei der Identitdts-Querverbindung steht davor lediglich ein anderes
Préfix,ndmlich " Vx,y e X" mit X e Q.Quasistarrheit beziiglich UX ist also
nichts anderes als die auf VUX eingeschrdankte Identitdts-Querverbin-
dung fir Ri'

19.3) MeRbarkeit und Konditionalsdtze

Gegeben sei nun ein reales System Xx sMp und ein "passendes Argument"
a fir R? (d.h.a eDom(Ri)).Wir betrachten den Satz

(s) "Wirde man R? fiir Argument a gemdB Methode B messen,so
erhielte man u als Ergebnis" ’

Wir méchten diesen Satz der Analyse seiner Wahrheitsbedingungen mit
Hilfe von D90 zugdnglich machen.Dazu skizzieren wir zundchst in ab-
strakter Weise einschrdnkende hinreichende Bedingungen an die Sprache
L und die Erfiilllbarkeitsrelation J,unter denen die Analyse unseres
Satzes (nach FormaliSierung in L) in einem fiir den Kontext von Messung
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inhaltlich addquaten Rahmen bleibt.Dann formalisieren wir unseren Satz
in L und "ilbersetzen" dessen nicht-modale Bestandteile,sowie die Aus-
sagen Uber deren Glltigkeit in mdglichen Welten in unsere realistische
Metasprache.Danach 1dBt sich die Analyse des Wahrheitswertes des Satzes
gemdB D90 gdnzlich in unserer realistischen,von komplizierenden syntak-
tischen Elementen befreiten Sprache mittels MeBmodellen durchfiihren.

In unserem Satz kommen R?,a,B und u wesentiich vor.Diese Bestand-
teile missen also in L syntaktisch prdsent sein.Wir beschrdnken die
weitere Untersuchung auf den Spezialfall,daB a in einer Basismenge D?
liegt und R? eine reellwertige Funktion ist,also ue [R.Weiter nehmen
wir an,daB B eine globale MeBmethode fir Fi im Sinne von D28 und durch
eine endliche Konjunktion von Sdtzen aus L charakterisierbar ist.Die
Aufhebung dieser Einschrénkung wirft keine prinzipiellen Probleme auf
und braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden.An L und J werden nun
relativ zu einer fest gewdhlten Welt x eMp und einem Umgebungssystem

Ux fiir x folgende Bedingungen gestellt.

1) L soll fiir jeden Basismengenterm Ui (1<i<k) Variablen der Sorte
i-enthalten

2) L soll fir jeden Term Fj {(1<jgm) eine Funktions- oder Prddikat-
konstante des Typs von Fj enthalten,die wir mit rj bezeichnen

3) L soll eine Konstante a der Sorte von a enthalten

4) L soll variable und Konstante fiir reelle Zahlen,sowie geeignete
"mathematische" Pradikat- und Funktionskonstante enthalten,diese
sollen stets in den Strukturen fir L ihre Standard-Interpretation
erhalten und J soll so definiert sein,daB "mathematisch wahre" S&tze
auch unter J giiltig sind.

5) Die Konstante a soll in allen Umgebungen von x (d.h.in allen
y e(JUX) die gleiche Interpretation erhalten.

Bedingungen 1) bis 3) sind trivial.Nach 2) ist R? eine Realisierung
(Interpretation) des sprachlichen Zeichens ry und genauso nach 3) a
eine Realisierung von a. Bedingung 4) bewirkt,daB wir uns iber die
Interpretation der reellen Zahlen keine Gedanken zu machen brauchen.

L enthdlt Konstante fiir reelle Zahlen und diese werden immer gemdB der
Standard-Interpretation interpretiert.Es macht dann keinen grofen Un-
terschied,ob wir u als reelle Zahl oder als Konstante von L betrachten.
Im letzteren Fall erhdlt die Konstante stets ihre Standard-Interpreta-
tion,eben u.Auf technische Details eines solchen Aufbaus,insbesondere
die Frage der Vollstdndigkeit,kann hier nicht eingegangen werden.Be-
dingung 5) schlieBlich,die als einzige Bedingung die Relativierung auf
x und UX enthdlt,drickt aus,daB a ein starrer Designator ist.a soll
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ja starr im Sinne von D91-b sein,denn wir wollen durch Ubergang von x
zu einem MeBmodell y auch in y den Wert fir Argument a bestimmen und
nicht fir ein anderes,eventuell von a verschiedenes Argument.Da diese
Identitdt verlorengeht,wenn man die Interpretation von a nicht ein-
schrankt,ist Bedingung 5) erforderlich.Wir bemerken jedoch,daB bei MeB-
verfahren,in denen systematische Fehler auftreten,Bedingung 5) aufge-
hoben werden muB,da in solchen MeBverfahren oft gerade das Argument im
MeBmodell vom Argument im urspringlichen Modell verschieden ist.Ein
Beispiel hierfiir bildet die Gewichtsmessung mittels Federwaage,bei der
das Argument "Ort" (der Wert von s) gerade nicht "starr" bleibt.Auf
eine Modifikation,die solchen Fdllen Rechnung trdgt,werden wir jedoch
hier nicht eingehen.Wir vermuten,daB sich der modallogische Analyse-
mechanismus auch -und gerade- in solchen Beispielen bewdhren wird,
weil man dabei die Ahnlichkeitsgrade stdrker beriicksichtigen muB.

Sehen wir nun unseren Satz (S) an.Er wird fir die mégliche Welt x
und in ihr ausgesprochen.Wir eliminieren die modalen Bestandteile und
erhalten: )

A1 "RX wird fir Argument a mittels Methode B gemessen"
C1 "Ri(a)=u"

Auch A1 und C1 werden in x ausgesprochen.Wir erhalten Sdtze von L,die
diese Bezugnahme nicht mehr enthalten,indem wir einfach R?,a,B und u
durch ihre entsprechenden syntaktischen Gegensticke in L ersetzen.
"R?“ wird zu "ri","a“ zu "a", "B" zu "B" und u blejbt unveréndert.A1
besagt nichts anderesfals daB die Sdtze von L,die B charakterisieren,
erfiillt sind,d.h.daB Jx(§)=w.Denn daB a ein passendes Argument fir R?
sei,wurde in obiger Bedingung 3) fir L durch die syntaktische Forde- -
rung,daB a die for T passende Sorte hat,fest in die Syntax eingebaut.
Das syntaktische Gegenstick zu A1 ist also (wenn wir Q(ri) statt B
schreiben,um anzudeuten,dafB T in B auftritt): E(ri). Das syntaktische
Gegenstiick zu C1 ist: ri(3)=u.

Aus unseren Forderungen an L und J ergibt sich
Jx(g(ri))=w gdw A1 und

J
oder noch anders:
J (B(r;))=w gdw (xeBaaeDom(R}))

«(ri(a)=u)=w gdw C,,

dy(ri(a)=u)=w gdw R?(a):u.
Damit ist es gelungen,unsere realistische Sprechweise an eine strenge
syntaktische Behandlung anzuschlieBen.Man hdtte auch einfach fordern
konnen,daB L und J so beschaffen sein sollen,daB die beiden letzten

Kquivalenzen gelten.Der ausfihrlichere -aber umstédndlichere- Weg
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muBte beschritten werden,weil wir nach D90 zur Analyse von "Ao-» C"
auch noch entsprechende Ubersetzungen von J_(A)=w und J_(C)=w fir
beliebige y eMp brauchen.Sei "A" der Satz "g(ri)",also die Konjunktion
aller Sdtze,die die Methode B charakterisieren und "C" der Satz
"ri(g)=u".1nterpretiert man A in y eM_ und gilt J (A)=w,so missen also
diese Sé&tze in y alle gelten,d.h.yeB.Der umgekehrte SchluB funktioniert
genauso und wir erhalten

Jy(A)=w gdw (yeBaae Dom(RYi)_)

_ y -
Jy(C)-w gdw Ri(a)-u.

Damit sind auf dem Umweg iiber Syntax und Erflullbarkeitsfunktion J alle
in D90 vorkommenden Bestandteile in die realistische,strukturalistische
Sprechweise der MeBmodelle "ibersetzt".Wir konnen daher D90 ganz inhalt-
lich anwenden.D90 1dBt sich dann -nur fir den vorliegenden Fall- wie
folgt umschreiben.
JX(Ae— C)=w gdw entweder 1) Yye UU ( y¢Bva ¢Dom(R)i'))

oder

2) BSeUx(ByeS(ysBAaeDomm{))A

VzeS(zeBAaeDoMRf)» ﬁ(ahun
Informell: Der Satz "Wirde man R? fiir Argument a mittels Methode B mes-
sen,so erhielte man u" ist wahr (in x und relativ zu Ux) gdw entweder
1) es keine von x aus erreichbare Welt y gibt,in der a im Definitions-
bereich von R{ liegt und die MeBmethode B durchfihrbar ist oder wenn
es 2) eine Umgebung S von x gibt,die ein MeBmodell y ¢B mit a eDom(R{)
enthdlt und wenn fir alle Welten z in dieser Umgebung,die MeBmodelle
sind und bei denen a im Definitionsbereich von R% liegt, Rf(a):u gilt.
Kiirzen wir "y ist ein MeRmodell ¢B und a liegt im Definitionsbereich
von R{" ab durch "R{(a) ist in y meBbar",so lauten die Bedingungen wie
folgt.Entweder 1) in keiner von x aus erreichbaren Welt y ist R{(a)
meBbar oder 2) es gibt in einer Umgebung von x eine Welt y,in der R{(a)
mefBbar ist und in allen Welten z dieser Umgebung,in denen R?(a) mef-
bar ist,gilt Rf(a):u.

Die erste Moglichkeit kann man in der Regel vernachldssigen.Man
interessiert sich nur fir MeBmethoden,die auch in irgendwelchen Syste-
men real durchfihrbar sind.Die Bedingungen lassen sich noch weiter ver-
einfachen,wenn man annimmt,dah UX eine kleinste Umgebung enthdlt,in
der "gerade noch" ein MeBmodell liegt.Dann reduziert sich die Bedingung
2) auf "es gibt ein ndchstgelegenes MeBmodell y und in diesem gilt
R{(a):u“.ln diesem einfachen Fall,der meist vorliegt,ist also der Satz
"Wirde man R? fiir Argument a mittels Methode B messen,so erhielte man
als Ergebnis u" wahr in x relativ zu Ux,wenn es gin X am nachsten
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liegendes (relativ zu UX) Mefmodell y gibt,in dem R{(a):u.Dabei wurde
wieder vorausgesetzt,daB Fall 1) nicht vorliegt.

Betrachten wir nun noch einmal die Beispiele von Abschnitt 17) dieses
Kapitels aus der Perspektive der Konditionalsédtze.

19.4) Beispiel 1: Abstandsmessung durch Triangulation

Als Menge der modglichen Welten diene Mp(GEO),wie in D83 definiert.Fir
X eMp(GEO) definieren wir ein Umgebungssystem UX wie folgt.

D92 Fir x sMp(GEO) gelte S eUX gdw es eine Kardinalzahl » gibt,sodaB
1) |PX| <x und 2) S={y eMp(GEO)/ XCy A|Py| <=x} ,wobei [P die

Kardinalitdt von Py bezeichnet

Eine Umgebung S von x enthdlt also alle Erweiterungen von x,die "weni-

vl

ger als" x Raumpunkte enthalten,wobei man fir verschiedene x verschie-
dene Umgebungen erhdlt.Die Ahnlichkeitsgrade sind an der "Zahl" der
Raumpunkte festgemacht.Je mehr Raumpunkte man zu x hinzunimmt,desto
schwdcher wird die Ahnlichkeit.

152 a) Ux ist ein Umgebungssystem fir x

b) d ist quasistarr beziglich U,
Beweis: a) Sei S eUX,dann ist xo=x A[Px|< x ,also xeS. 2) Seien §,S°
UX.Es gibt zugehérige x,x»” und es gilt x<x"v »"< x.Aus =< »” folgt
S€S7; aus " <« folgt S°& S, also S€S°v 5"¢S. 3) Sei VQUX.Zu jedem
SeV gehért ein x(S) mit [PXI <x(S).Dann ist NvV={y eMp(GEO)/x: ¥y A
|Py| <min{x(S)/SeV}} st,falls V endlich ist und UV={y eMp(GEO)/
x::yA[Pyl <sup{x{(S)/SeV}} eUX. b) Sei )’eSeUX und a,bePyn Px.Aus
x =y folgt dxsdy,also <a,b,dx(a,b)>ady.Weil auch <a,b,dy(a,b)>edy

und dy eine Funktion ist,folgt dx(a,b)=dy(a,b) #

Die hier benutzte Version der Geometrie weicht von der lblichen Formu-
lierung ab,indem wir auch endliche potentielle Modelle und Modelle zu-
lassen.Natidrlich kénnen dann in den Modellen nicht alle Axiome der
euklidischen Geometrie giltig sein.Man kann aber die "problematischen"
Axiome als Querverbindungen formulieren und erhdlt damit zuldssige Mo-
dellkombinationen,die in dem Sinn "volle" Modelle der Geometrie dar-
stellen,als sie sich in genau definierbarer Weise in echte Modelle ein-
betten lassen.Fir Details verweisen wir auf [Balzer,1978]. Wir be-
ziehen uns im folgenden auf diesen Aufbau insofern,als wir die Vor-
aussetzung benutzen,ein potentielles Modell x gehdre zu einer zuléds-
sigen Kombination.Dies bedeutet,daB x zu einer Menge von potentiellen
Modellen gehdrt,die sich in ein "volles" Modell der Geometrie ein-
betten ldBt.Man kann sich dann x einfach als Teilstruktur des vollen
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Modells vorstellen.
Betrachten wir den Satz
A1u—+ C1 "Wirde man dx fiir Argument <a,b> mittels Triangu-
lation messen,so erhielte man u"
von einem System x mit zu messendem Abstand zwischen a und b (D83-b)
aus.Wenn GEO alle in [Balzer,19781,5.57,D18a) genannten Constraints
(Querverbindungen) erfiillt,so gibt es ein ¢ und ein von X aus erreich-
bares MeBmodell y durch Triangulation beziglich a,b,¢ ,d.h. yeS eUX.
Nach Abschnitt 19.3) ist der obige Satz wahr in x relativ zu Ux gdw
fir alle ze S gilt: ist z eB1(a,b,c1),so ist dz(a,b)=u. Diese Bedingung
ist nicht sehr durchsichtig.Wir Kﬁnnen aber beweisen:

T53 Erfillt GEO den in [Balzer,1978],D18-a) angegebenen Constraint,so
gilt: J;(A1n—* C1)=w gdw dx(a,b)=u
Beweis: "==". Da GEO den Constraint erfidllt,gibt es in UX erreichbhare
MeBmodelle durch Triangulation.Nach Voraussetzung existiert dann S eUx
und y e S,sodaBB y eB1(a,b,c) und in allen solchen MeBmodellen z (fiir
verschiedene ¢) von S gilt dz(a,b)=u. Insbesondere gilt dann dy(a,b)=u
und aus T52-b folgt dx(a,b)=u. "&". Da GEO den Constraint erfillt,
gibt es ein MeBmodell y durch Triangulation beziglich a,b,c fir ggeig—
net gewdhltes c, sodaB xey. Sei 5:={ZeMp(GEO)/X|:ZA|PZ| <4}. Dann
ist S eUX und y eS.Sei zeS und z eB1(a,b,c1). Aus xwm=z folgt nach
T52-b: dx(a,b)=dz(a,b). Da nach Voraussetzung dx(a,b)=u,folgt dz(a,b)=u#

T53 zeigt,daB die Konstruktion der Umgebungssysteme addquat ist.Wirde
man messen,so erhielte man genau den tatsdchlich vorliegenden Abstand.
Mit anderen Worten: die Wahrheitsbedingungen fir den Konditionalsatz
sind identisch mit den faktischen Verhdltnissen in x.

.19.5) Beispiel 2: Massenmessung mittels Probekérper

Als Menge der mdéglichen Welten wdhlen wir MB(KPM).FUr X eMB(KPM) wird

ein Umgebungssystem UX definiert.

D93 Sei XeMg(KPM). SelU, gdw es 6 ¢ RTu{=} gibt,sodaB fir alle y:
yeS,chyAVpePXnPtheT(H Sx(p,t)-sy(p,t)]|<5-(|Py\ Px[+1)),
wobei Py\ P, die Differenzmenge und |Iv]] den iblichen Betrag von
Ve R3 bezeichnet

y liegt also in einer "6-Umgebung” S6 von x,wenn y eine Erweiterung von
x ist und die in x und y vorkommenden Teilchen p die Ungleichung
IISX(D,t)'Sy(D,t)II <6'(|Py\~Px|+1) erfiillen.Es muB der Abstand der
Bahnen von p in x und y <6'(|Py\‘Px|+1) sein.Der Faktor (]Py\ P 1)
berlicksichtigt,wie viele Teilchen in y zu denen von x hinzugekommen
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sind.Man kénnte den Faktor auch weglassen,ohne daB sich an den folgen-
den Ergebnissen etwas dndert.Wir haben ihn eingefigt,um zu zeigen,daB
sich mégliche Welten auch in den darin vorkommenden Objekten unter-
scheiden kénnen und daB trotzdem die Definition von Umgebungssystemen
keine Probleme bereitet.

154 a) Fir xEMg(KPM) ist Ux ein Umgebungssystem fir x

b) m ist quasistarr beziiglich U,
Beweis: a) Wir benutzen E(z,6) als Abklirzung fir "XI‘:.'ZAVDEPXn PZ
YteT(] s (p,t)-s, (p,t)|l <6+(|P,~P |+1))".Sei SelU . Zu S gibt es
ein zugehdriges 6 >0. Wegen |PX\ PX|=0 und || sx(p,t)~sx(p,t)|| =0 gilt
E(x,6),also xeS. 2) Seien §,5° eUx und 6,6 >0 die zugehdrigen Zahlen.
In |R+U{c>} gilt 6<6°va8  <6.Aus 6<6” folgt S&S”°;aus 8°<6 folgt
S'&@S,also S€5°vS"&gS. 3) Sei VQUX endlich und 6(S) mit SeV seien
die zugehérigen Zahlen.Wir setzen &*:=min{6(S)/S eV} >0. Dann ist
{y eMg(KPM)/ E(y,6%)} eUX. 4) Sei VQUX.ZU SeV gibt es 6(S) >0.5ei
6*:=sup{6(S)/S eV} >0.Dann gilt Uv={y eMB(KPM)/ E(y,6*)}eU,. b)
Sei S eUX und y €S. Es folgt xm=y,also m, & my und da my eine Funktion
ist,mx(p)=m (p) fir alle p ernP #

y y
Betrachten wir den Satz
A?_u-—’ C2 "Wiirde man my fiir Argument p mittels Probe-

k6rper messen,so erhielte man u"
Dabei sei x ein System mit zu messender Masse von p,d.h.ein System,das
nur ein Teilchen,eben p,enthdlt. Die Gravitationskonstante v sei fest.
Nach Abschnitt 19.3) entspricht dann A, der Aussage "3Jp~ (x EBZ(p;
P ,~))" und C2 der Aussage "mx(p)=u”.

Unter der Voraussetzung,daB es in einer Umgebung von x ein MeBmodell
gibt,kdénnen wir einen analogen Satz wie in 19.4) beweisen.Diese Vor-
aussetzung 1&B8t sich hier nicht -wie im Fall der Geometrie- durch
allgemeine Querverbindungen ausdricken,weil die Mechanik keine "abge-
schlossene" Theorie in dem Sinn ist,daR man durch Vereinigung aller
ihrer Modelle ein einziges "wahres" Modell erhdlt.

T55 Sei x ein System mit zu messender Masse von p und v >0 gegeben.
Unter der Voraussetzung JyIp (xeyay eB,(p;p’,v)) gilt:
J;(Azu» C2)=w gdw mx(p)=u

Beweis: "=»".Sei y nach Voraussetzung gegeben.Dann ist |p \PX|=1.

Sei &:=sup {|| s, (Pst)-s,(p,t) | /te TY.Dann ist S:={z/xz=za lls (p,t)-

sy(p,t) [| < 1/2 <6+ IPZ\ PX|+1) }e U, und ye SNB,(p;p”,7).Bedingung 1)

aus D90 ist also nicht erfillt und Bedingung 2) von D90 tritt in Kraft.

Nach Voraussetzung gilt 3§ eUx(aze S3p(ze Bz(p;p’,v))AVze Ssz

(z sBZ(p;p’,y) - mz(p)=u). Es folgt mz(p)=u und da ze Se Ux,nach
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T54-b: mx(p)=mz(p)=u. "&=".Seien y und S wie oben.Wir zeigen:
VZeSVDZ( ZeBz(D;pz,‘y) - mz(p)=u). Sei szeBz(p;pz,y).Dann ist
ZeS,also xz und nach T54-b und Voraussetzung folgt mz(p)=mx(p) #

19.6) MeBproblem und Konditionalsatze

AbschlieBend sei noch auf eine Méglichkeit hingewiesen,das MeBproblem
mit Hilfe von Konditionalsdtzen zu l6sen,die bisher noch nicht beach-
tet wurde und die auch weniger von praktischer denn von theoretischer
Relevanz ist.In den behandelten Beispielen konnten wir in T53 und T55
jeweils die Aquivalenz des Konditionalsatzes iiber Messung mit dem Satz
beweisen,daB im Ausgangssystem x der zu messende Wert gleich u ist.
Genauer ging es um Konditionalsdtze der Form
Ao C "Wirde man R? fiir Argument a mittels B messen,so
erhielte man den Wert u"

Die Theoreme T53 und T55 besagen dann (eventuell unter plausiblen Zu-
satzvoraussetzungen im jeweiligen Fall),daB

(1) JX(AS> C) gdw R’f(a):u
Wir nehmen an,daB

(2) es gibt ein von x aus erreichbares MeBmodell y (erreichbar re-
lativ zu UX),in dem die MeBmethode B anwendbar ist (y eB).

Falls (2) gilt,ist (1) nach D90 dquivalent mit

(3) BSeUX(HysS(yeBAaeDom(R{) VZeS(ZeBAaeDom(Rf)

- Rf( a)=u)) gdw R?(a):u
Wir kénnen also von der Wahrheit des Konditionalsatzes,d.h.der Rich-
tigkeit der linken Seite in (3),auf den zu messenden Wert schlieBen.
Das Problem ist dabei natiirlich der konkrete Wert von u.Solange wir
diesen nicht haben,bleibt (3) eine theoretische Feststellung,die nicht
weiterhilft.Die Prozedur,u tatsdchlich zu finden,liefert auch gleich-
zeitig die Bestdtigung,daB A8~ C wahr ist.Um Ae=>C als wahr nachzuwei-
sen,muB man ein S* und ein y* angeben,sodal S* e U AY*eS*AYy*e Ba
a sDom(Ry ) und

(4) VzesS*( zeBaa eDom(Rf)-‘Ri(a)=u).

Als S* wird man eine méglichst "kleine" Umgebung von x wdhlen,in der
es ein MeBmodell y*eB gibt (y*e S*),in dem a vorkommt.Dann wird man
in y* R{*(a) messen.Wenn S* klein genug gewdhlt wurde,sodaB es auBer
y* kein weiteres MeBmodell mehr in S* gipt,dann ist (4) mit u:=R{*(a)
erftillt und damit Abn—» C wahr.Man hat dann einen Wert fir u,nédmlich
u=R{*(a) und zugleich die linke Seite von (3) als gultig nachgewiesen,
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sodaB man mit (3) wirklich den zu messenden Wert R?(a):u:R{*(a)
erhdlt. )

Das geschilderte Verfahren gestattet eine Lﬁéung des MeBproblems
unter Voraussetzung,daB (2) und (3) gilt und daB man ein "minimales”
S* finden kann

(5) S*eU, A Jy*( S*nB={y*}aa eDom(R)i'*)).

Wéhrend die Giltigkeit von (2) und (3) davon abhédngt,wie die Theorie
und das benutzte Umgebungssystem beschaffen sind,enthdlt (5) eine prag-
matische Komponente.Es mag zwar formal ein S*,das (5) erfillt,geben,
aber das garantiert noch nicht,da es ein reales y* gibt,in dem man
die Messung auch wirklich durchfiihren kann.Solange dies nicht gewdhr-
leistet ist,kommt man mit dem Verfahren nicht zum Ziel.Bei der prak-
tischen Ldsung des MeBproblems mittels des geschilderten Verfahrens
kommen aber verstdrkt pragmatische Aspekte bei der Wahl von S* und y*
ins Spiel.Die Annahme,daB solch pragmatische Voraussetzungen immer
erfiillt sind,mag der tiefere Grund dafir sein,weshalb Wissenschaftler
oft darauf bestehen,die Gr8Ben ihrer Theorien seien "definiert".Sie
meinen damit,dal man in jedem konkreten Fall,wo man messen will,auch
wirklich und mit minimaler Abdnderung des Systems,messen kann.Wenn man
dies voraussetzt,kann man,wie gerade ausgefihrt,tatsdchlich den zu
messenden Wert finden und damit ist die gesuchte GrdBe in diesem Sinn
(d.h.operational) definiert.Dies zeigt einmal mehr,wie tief das
kontrafaktische Denken in der Wissenschaft verwurzelt ist.




VI THEORIEGELEITETE MESSUNG

Wir kommen nun zum zweiten Teil der Ldésung des MeBproblems,ndmlich zur
“Deffnition" des "zu messenden Wertes".Das MeBproblem besteht,wie am
Anfang von Kap.V gesagt,darin,daB der in einem System x zu messende
Wert R?(a) nicht mit dem tatsdchlich im MeBmodell y gemessenen Wert
R{(a) ibereinzustimmen braucht.Das Problem,die gewilnschte Identitat,
also R?(a):R{(a),herzustellen,besteht aus zwei Teilen.Erstens muB man
sagen,was R?(a) sein soll,damit die linke Seite der Gleichung iberhaupt
sinnvoll ist.Zweitens muB man Zusatzbedingungen angeben,die dann die
Gleichung implizieren.Im letzten Kapitel wurden verschiedene solche
Zusatzbedingungen untersucht und es zeigte sich,daB diese in der Regel
unproblematisch sind,weil sie allgemein akzeptierter Bestandteil der
einschldgigen Theorie sind,z.B.Querverbindungen.Insofern kann man sagen,
daB der zweite Teil der L&sung unproblematisch ist: die Zusatzbedingun-
gen,die die Identitdt sicherstellen,sind in der Regel als Bestandteile
von Theorien gegeben.

Der erste Teil der LOsung,ndmlich zu sagen,was man unter dem zu
messenden Wert versteht,ist dagegen schwierig.Er hdngt stark davon ab,
was man unter einer Theorie versteht und wie man sich den Aufbau und
die Einteilung der Wissenschaften vorstellt.Es zeigt sich,daB zwei
verschiedene L&sungsmdglichkeiten existieren,die mit bekannten philo-
sophischen Positionen eng verknipft sind und die wir deshalb als
"operationalistische" und als "kohdrentistische" Ldsung bezeichnen
werden.Wir haben in Kapitel I versucht darzustellen,daf® es in der Ent-
wicklung der Wissenschaften Platz fir beide Ldsungen gibt.Genauer:
wir meinen,dal jede LOsung auf ein bestimmtes Entwicklungsstadium der
Theorie zu relativieren ist und daB bei solcher Relativierung beide
Lésungen im jeweils richtigen Stadium sinnvoll sind.Dagegen scheint
es uns iUberspitzt,auf einer operationalistischen Sichtweise auch da zu
bestehen,wo eine voll entwickelte und mit anderen Theorien in leben-
diger Verbindung stehende Theorie vorliegt.Umgekehrt scheint es uns
ebenso idberspitzt,im Anfangsstadium,wenn sich die Theorie gerade erst
bildet,schon auf dem kohdrentistischen Bild zu bestehen.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es,den kohdrentistischen L&sungs-
ansatz zum MeBproblem und den damit verbundenen Begriff der theorie-
geleiteten Messung klar herauszuarbeiten,was zugleich auch,da das
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MeBproblem bis jetzt von Kohdrentisten nicht diskutiert wurde,zu einer
Prédzisierung dieses Ansatzes beitrdgt.Wenn wir im Rahmen der kohdren-
tistischen Ldsung des MeBproblems von theoriegeleiteter Messung reden,
dann ist dies nicht als Definition von "theoriegeleiteter Messung"
durch "Kohdrentismus" zu verstehen.Vielmehr werden beide Begriffe hier
miteinander verknipft,sodaBh beide in ihrer Bedeutung klarer werden.Eine
unabhdngige,intuitive Vorstellung Von theoriegeleiteter Messung wurde
ja bereits in Kap.I entwickelt.

Um die von uns vertretene und hier explizierte Auffassung Uber Mes-
sung deutlicher zu machen,stellen wir der theoriegeleiteten Messung
die operationalistische Auffassung gegeniiber.Dadurch werden zum einen
die wesentlichen -sonst vielleicht trivial erscheinenden- Punkte
des kohdrentistischen Ansatzes hervorgehoben,zum anderen ergibt sich
Gelegenheit fir kldrende Bemerkungen zur operationalistischen Auffas-
sung und zum Verhdltnis beider Auffassungen.Soweit vom Operationalis-
mus die Rede sein wird,muB betont werden,daB wir diesen nur unter ein-
em einzigen,engen Aspekt betrachten.Die Diskussion um den Operationalis-
mus betrifft ja viele Dimensionen: normative,didaktische,deskriptive
und bei letzteren wiederum historische und systematische.Wir werden uns
hier nur mit dem deskriptiv-systematischen Aspekt beschdftigen,also
dem Aspekt,der mittels logischer Analyse diskutiert und geklart werden
kann.

Wir setzen in diesem Kapitel stets voraus,daB T=<Mp,M,Q,I> mit
K=<M_,M,Q> eine empirische Theorie mit potentiellen <k,l,r1,..,tm>-
Modellen ist.Ferner sei stets ie{1,...,m} und fir Rie'ﬁi gelte:

Ri ist eine Funktion.Die letztere Voraussetzung stellt eine Beschridn-
kung auf den problematischeren Fall dar,weil bei "echten" Relationen
keine Eindeutigkeitsprobleme der im folgenden auftretenden Art ent-
stehen.

Das Problem besteht darin,zu sagen,was wir unter dem im gegebenen
System x zu messenden Wert R?(a) verstehen wollen.Wir erweitern die
Problemstellung geringfiigig,indem wir nicht nur nach einem einzelnen
(Funktions-) Wert fragen,sondern gleich nach der ganzen Funktion R?:
Was wollen wir unter R? verstehen? Die Antwort: "Die in x vorkommende
i-te Funktion,d.h.die Funktion von x,die vom Typ T ist" kann nur .
partiell befriedigen.Dies sieht man klar im Zusammenhang mit dem MeR-
problem. Die Antwort enthdlt (fast) keine Information iber den oder
die gesuchten Werte R?(a). Wenn wir fragen,was unter R? zu verstehen
sei,so erwarten wir eine Antwort,die zumindest einen konkreten Hinweis
darauf enthdlt,wie man die Werte von Rf herausfinden kann -wenn nicht
gar direkte Information ilber diese Werte.
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Die Erweiterung der Problemstellung auf ganze Funktionen ist in
Bezug auf die kohdrentistische Ldsung neutral,fﬂr den operationalisti-
schen Ansatz hat sei einen ent-trivialisierenden Effekt,sodaB von kei-
ner Seite prinzipielle Einwdnde dagegen bestehen diirften.

20) Die operationalistische Ldésung des MeBproblems

Die operationalistische Losung 1dBt sich kurz wie folgt zusammenfassen:
"Die Identitdt von gemessenem und zu messendem Wert ergibt sich daraus,
daB die im ursprUnglichen System x vorkommende Funktion Rf unter die
durch eine MeBmethode B operational definierte Funktion R(B) subsumier-
bar ist." Wir betrachten diese LOsung genauer.Zundchst gibt man eine
MeBmethode B fiir Fi an.Die MeBmethode B soll durchfihrbar,d.h.einige
ihrer MeBmodelle sollen real sein {vergl.D24-c).Aber die Forderung,

daB alle xeB real sind,wdre zu stark.Es gibt immer abstrakte Elemente
von B.Ein Ansatz zur Auszeichnung “"realer" MeBmethoden wdre folgender.
Es gibt einige y e B,die real sind und diese fihren zu "gleichen" Er-
gebnissen,d.h.wenn in y,y e B die kontrollierbaren Parameter (Komponen-
ten) gleich oder dhnlich sind,dann sind es auch die in y und y° re-
sultierenden MeBwerte.Diese Gleichheit muB empirisch beobachtet werden,
als RegelmédBigkeit. Mit anderen Worten: B muB reproduzierbar sein. "
"Ahnlichkeit" besteht dabei oft in zeitlichen oder raum-zeitlichen
Translationen.Dieser Ansatz wiirde am Beispiel einer globalen MeBmethode
zu folgender Definition fuhren.

D94 Sei Bg Mp eine globale MeBmethode fir Wi. B ist real gdw es X,
= und =~ gibt,sodaB gilt: 1) XC€B; 2) Xee(l) und ¥xeBNX
({x} ¢ e(I)) (vergl.D24); 3) =g XxX; 4) =¢ Fi xR&;

5) VXJ’eXVtJ’sz’Axd[ﬂeXAxh[V]eX* tz=t”)

X ist der "reale Teil" von B.Bedingung 5) driickt aus,daB in "&hnlichen"
MeBmodellen {(x = x”) auch "gleichartige" MeRBwerte erzielt werden (tz=t").

Aber diese Definition ist vdéllig leer,solange an = und = keine wei-
teren inhaltlichen Bedingungen gestellt werden. und = missen erstens
in geregelter "gesetzesartiger" Beziehung zueinander stehen und zwei-
tens pragmatisch "klein" gehalten werden.Im konkreten Fall lassen sich
vielleicht solche Bedingungen finden,aber im allgemeinen gibt es zur
Zeit keine Ansdtze fiir derartige Bedingungen.Wir verbleiben daher bei

folgender Definition mit informeller Komponente.
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D95 Sei thﬁ)eine globale MeBmethode fir R;. B ist real gdw es X
gibt,sodaB 1) XE€B; 2) Xee(l)AVxeBNX( {x}¢e(l))
3) X ist hinreichend kohdrent

Eine reale MeBmethode gibt in folgender Weise AnlaB zu einer operatio-
nalen Definition.

D96 Sei B eine reale MeBmethode fir R;. R(B)::(J{R{/y e B} .Wir sagen,
R sei durch B operational definiert gdw R=R(B)

Man beachte,daB die in den Definitionen von MeBmethoden in Kap.III auf-
tretenden Relativierungen auf eine Klasse Mp potentieller Modelle im
gegenwdrtigen Kontext keine Relativierung auf eine vorgegebene Theorie
implizieren muB.Mp stellt hier einfach einen formalen,begrifflichen
Rahmen fiir B dar.

Wir sagen,die im betrachteten System x vorkommende,zu messende Funk-
tion R? sei unter R(B) subsumierbar,wenn sie fiir alle in x vorkommenden
Argumente den gleichen Wert annimmt wie R(B).Operational formuliert
heiBt dies,daB die MeBmethode B auf alle in x vorkommenden Argumente
von RX "anwendbar" ist,d.h.zu jedem Argument a eDom(R ) gibt es ein
reales MeBmodell y e B,sodaB a auch in y als Argument der Funktion Ry
vorkommt.

D97 Ist B eine reale MeBmethode fiir N , X sMp und gilt real(x),so
heiBt RT unter R(B) subsumierbar gdw R c R(B)

Die operationalistische L&sung des MeBproblems,die oben schon informell
formuliert wurde,ldBt sich nun prdzisieren.Der Operationalist geht in
drei Schritten vor.Erstens fihrt er eine durch die MeBmethode B
operational definierte Funktion R(B) ein,sodaB das benutzte MeBmodell

y zu dieser Methode gehdrt: y e B.Zweitens nimmt er an,dad die zu mes-
sende Funktion R? unter R(B) subsumierbar ist.Aus der Definition von
R(B) und von Subsumierbarkeit folgt dann die erwinschte Identitédt von

" R*(a) und RY(a),falls,drittens, R(B) eine Funktion ist.
i i

T56 Sei x EMp’EEEL(X)’ B eine reale MeBmethode fiir Fi.Es gelte

(1) Rf ist unter R{(B) subsumierbar

(2) R(B) ist eine Funktion.

Dann folgt fir yeB mit a eDom(Rﬁ)r\Dom(R{): R?( a)= R{ )
Beweis: Nach D97 und (1) gilt R’i(gR(B) und nach (2) 1st R(
tion.Fir a eDom(R*) gilt also aeDom(R(B)) und (3): (a)
yeB und a eDom(Ri)n Dom(R{),so folgt aus D96 und (2) R(B

also zusammen mit (3): R?(a):R(B)(a):R{(a) #

eine Funk-
J(a).Ist

(a
B)
R(B
(a)=RY(a),

)

Man beachte,daB in T56 die operationale Definition von R(B) nicht
eigens vorausgesetzt zu werden braucht,weil sie nach D96 schon
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durch Verwendung der Bezeichnung R(B) vorausgesetzt ist.Man beachte
ferner,daB wir hier (und bis zum Ende dieses Kapitels) stets eine glo-
bale MeBmethode B verwenden.Dies geschieht nur aus Einfachheitsgrinden.
Wir kénnten -mit Komplikationen- genausogut eine MeBmethode fir den
definierten Term T mittels der definierten Terme t1,...,fn verwenden.

Im AnschluB an diese Explikation ergeben sich die bekannten E1nwande
gegen den Operationalismus (vergleiche z.B. [Stegmiller,1970],Kap.IV),
denen wir hier kurz nachgehen wollen,weil sie sich in dem entwickelten
Rahmen klar herausarbeiten lassen. ’

157 a) R(B) € (U 0},..ey U A])
X eB X eB
R(B) ist im allgemeinen keine Funktion
Beweis: a) Fir xeB ist R C, (D e Al) Es folgt (j{R X/x eB} €

U 1i(D¥,...,A?)S'1( U Df cees L} A nach Lemma 2 aus dem Beweis
xeB xeB
von T6. b) Gegenbeispiel: Sei k= O 1-1 ,M=2 und in allen x eMp sei A1=|R

und R :R - R fiir i=1,2.Eine globale MeBmethode B fir F ist gegeben
durch {xeM / VacelR( X a)= R X(a)+1)}.Es seien x ,yeB m1t R)1((a)=a und
R{( a)=2a. Dann ist RZ( ) at+ und Ry(a) =2a+1. Rzlj %={<a,B>/ae R A
(B=R2(a)v B=R%(a))}={<u B>/ae RA(B=a+1vp=2a+1)}.Diese Menge enthidlt

z.B. die Paare <2,3> und <2,5> und ist daher keine Funktion #

Nach T57-b ergibt sich aus der Tatsache,daB B eine MeBmethode und alle
Ri mit ye B Funktionen sind,noch nicht,daB R(B) auch eine Funktion ist.
Wenn R(B) eine Funktion sein soll,muB man D96 verschdrfen.Hierbei kann
man zweli Wege einschlagen.Erstens kann man auf die Erfahrung hinweisen,
die zeigt,daB R(B) fir konkretes B in der Tat eine Funktion ist.Zwei-
tens kann man -bei vorliegender Nicht-Eindeutigkeit- "Teile" von
R(B) wegnehmen,sodaB der Rest eine Funktion wird.Letzteres ist ein
konventionalistisches Vorgehen und im konkreten Fall,wie Beispiele
zeigen, ad hoc.Bei AusschluB des zweiten Weges ist die Eindeutigkeit
des Definiendums nur durch Erfahrung sichergestellt.Um die Eindeutig-
keitsfrage genauer darzustellen,definieren wir.

D98 Sei # :={X/XER(B)AaX ist FunktionADom(X)=U{Dom(R’1.()/XeB}}

Offenbar ist % einelementig genau dann,wenn R(B) eine Funktion ist.
In diesem Fall ist % ={R(B)}.Jedes Element von ¥ ist als Kandidat
(d.h. Definiendum) fir eine operationale Definition geeignet,da es
eine Funktion ist.R(B) selbst ist,wenn keine Funktion,kein geeigneter
Kandidat.Nur wenn & eindeutig,d.h.einelementig ist,kann man in D96
ohne weiteres von einer "Definition" sprechen.

Ein anderer Ausweg bestiinde darin,in D96 statt der Vereinigung
einfach die Menge aller R? mit xe B zu wahlen: R(B)={R?/x€ B} .Das
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ist zwar formal mdglich,aber inhaltlich unbefriedigend.B kdnnte hier
ganz beliebig gewdhlt werden und bréduchte insbesondere keine MeBmethode
zu sein.Immer wdre R(B) eindeutig bestimmt.Durch einen solchen "Trick"
wird eine Eindeutigkeit hergestellt,die nicht in der Sache liegt.

Eine zweite Schwierigkeit besteht darin,daB man durch operationale
Definitionen vom Standpunkt der Theorie her (extensional) "“zu wenig"
vom Definiendum erfaBt,wodurch die Annahme (1) in T56,daB R? unter
R(B) subsumierbar sei,im allgemeinen fragwilirdig wird.Als Beispiel be-
trachten wir die KPM (vergleiche D16).

D99 x ist ein StoB-MeBmodell fiir m beziiglich p gdw

)
) x=<P;T, R3, Risomufysnensfo> e MI(KPM)
)
)

P ist eine zweielementige Menge und peP {wir schreiben P={p,q})
Bild(s)S R ; 4) fiir alle t,t"eT mit t<0 und 1<t” gilt:

4.1) $(q,t)#5(q,t") und $(p,t)#5(p,t");

4.2) = m(p7)s(p-,t)= = m(p7)S(p”,t7)

a
1
2
3

p eP p“eP
5) m(p)=1 .
b) Fir festes p sei Bm(p)={x/x ist ein StoB-MeBmodell fir m be-
ziiglich p}

Ein solches MeBmodell enthdlt also zwei Teilchen p und q,deren Bahnen’
(gegeben durch s) im Zeitintervall T betrachtet werden.Beide Teilchen
werden vor,wdhrend und nach einem ZusammenstoB erfaBt,wobei alle Bewe-
gungen auf einer Geraden erfolgen (D98-3,genau genommen mifRte man hier
noch eine Projektionsfunktion einschieben).Die Zeitpunkte 0 und 1
markieren den Zeitraum,in dem sich der Stof abspielt,ndmlich
{t/0<t<1}ET.Was in diesem Zeitraum passiert,ist fir die Messung
nicht relevant und wird bei den die Messung beherrschenden Gesetzen
(in Bedingung a-4) auBer Acht gelassen.Die "starre" Wahl der beiden
Zeitpunkte in der Hilfsbasis durch 0 und 1 erfolgt nur aus Griinden der
Einfachheit.In Bedingung a-4 wird gefordert,daB die Geschwindigkeiten
$ der Teilchen vor und nach dem StoB verschieden sind.Man kénnte auch
noch verlangen,daB die Geschwindigkeiten jeweils vor und nach dem Stof
konstant sind,was aber fiir die rechnerische Bestimmung der Massen nicht
nétig ist.Bedingung a-4.2 ist der Impulserhaltungssatz,eingeschrédankt
auf die Zeitrdume vor und nach dem StoB,also auf die Menge TN[0,1].
Der Gesamtimpuls zu jedem Zeitraum vor dem StoB soll gleich dem Ge-
samtimpuls zu jedem Zeitpunkt t” nach dem StoB sein.SchlieBlich wird
die Masse von p in Bedingung 5 definitorisch zu 1t gésetzt.

T58 Fiir gegebenes p ist Bm(p) eine partielle MeBmethode fir m

n(KPM) und eine Strukturart.Die

Beweis: Bm(p) ist eine Teilmenge von Mp
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Eindeutigkeit von m ergibt sich aus D99-a-4 und 5.Wegen 4 ist nédmlich
fiir (existente) t<0,1<t”: m(p)/m(q)=(s(q,t")-s(q,t))/(s{p,t)-s(p,t"))
und nach 5 daher m eindeutig bestimmt #

159 a) Es gibt x,yeB_(p) und qe PX/\Py mit mX(Q)#my(q)
b) Falls P*:= U{P,/xe MS(KPM)A.EEEL(X)} abzdhlbar ist und pe P*,

so gibt es B G Bm(p),sodaB 1) m(B’):L}{PX/Xe B}~ |R+ und

2) L/{Px/Xe B’ }=pP*
Beweis: a) Man wédhlt x,y so,daB der Quotient der Geschwindigkeitsver-
hdltnisse in x und y verschieden ist,aber die Teilchen die gleichen
sind. b) Sei P*={p1,p2,...} nach Voraussetzung abzdhlbar und
p_::{BgBm(D)/Vx,yeBVqePXnPy( mx(q)zmy(q))}.Dann ist B#4 und jedes
BeB erflillt Bedingung 1) des Theorems.Ein B”,welches auch Bedingung
2) erfillt,kann man induktiv konstruieren.Wir beginnen mit beliebigem
X4 gBm(p) und setzen Xy e B”.Nun seien XyseesXy, e B” schon konstruiert.
Wir wihlen qeP* so,daB q ¢ L}{Px./i;rn.Sei Xpeq SO definiert,daB

X041 eBm(D) und Pxn+1={p,q}. Dann'soll x e B” sein.Das so induktiv
definierte B” hat also die Form B’={x1,x2,...} und nach Konstruktion

ist B ¢B.Da P* abzdhlbar ist,erhdlt man P*=L/{Px/x eB’) #

n+1t

T59-a besagt,daB m(Bm(p)) keine Funktion ist. b) besagt,daB man eine
geeignete Teilmenge B” von Bm(p) wdhlen kann (die keine MeBmethode mehr
ist,weil nicht invariant unter kanonischen Transformationen);sodaB
m(B") eine Funktion ist und alle Partikel aus realen potentiellen
Modellen von KPM auch in MeBmodellen von B” auftreten.

Man m6chte meinen,daB ein solches B” als "operationale Basis" fir
eine operationale Definition vdllig ausreicht,d.h.daBk man "die Masse
der Mechanik" als m(B“) operational definieren kann (wie es auch
wiederholt von Hermes,Lorenzen und Mittelstaedt,siehe z.B. [Mittel-
staedt,19701,5.51 ff,vorgeschlagen wurde). Dagegen spricht fofgende
inhaltliche und in diesem Rahmen auch nicht formalisierbare Uberlegung.
Eine Definition ist in einer bestimmten Sprache formuliert und man
erwartet,daB die Definition in allen Situationen anwendbar ist,in
denen dies fiir die beétreffende Sprache gilt.Inhaltlich wird dabei
das Definiendum auf das Definiens zurickgefihrt und man muB diese Zu-
riickfliihrung in jedem "konkreten" Fall (d.h. wenn eine verbale Formu-
lierung des Definiens sinnvoll ist) vornehmen kénnen.Diese allgemeine
Addquatheitsbedingung,die man an Definitionen stellt,gilt auch fir
operationale Definitionen.Bei diesen wird das Definiendum mittels R(B)
auf eine MeBmethode B zurickgefihrt.Im konkreten Fall bedeutet eine
solche Zurickfihrung,daB die GroRe nach der "definierenden" MeRBmethode
gemessen wird.Und daB die Zurickfihrung in jedem Fall méglich ist,
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heift,daB eine Durchfithrung der MeBmethode fir alle in Frage kommenden
(intendierten) Argumente méglich ist.

Im obigeh Beispiel hat man als intendierte Argumente fir "die Massen-
funktion der Mechanik" genau alle Elemente von P*.Die Argumente,fiir die
eine Massenmessung durch ZentralstoB mdglich ist,sind Elemente von

U1{P,/xeBareal(x)}.DaB die operationale Definition in jedem Fall
anwendbar sein muB,bedeutet dann formal P* & {PX/Xe Bareal(x)},d.h.
jede in einem realen System x vorkommende Funktion m muB unter m(B)
subsumierbar sein.Aber diese Bedingung ist in der Realitdt nicht er-
fallt.Sei p ein Planet des Sonnensystems.Dann ist pe P*,aber
Pt ULP /xeBareal(x)} ,weil es keine intendierte Anwendung der Me-
chanik gibt,in der ein Planet p als StoBpartner fiir einen ZentralstoB
zum Zweck einer durchzufihrenden Massenbestimmung auftritt,d.h.
formaler: kein Planet kommt als Partikel in einem realen MeBmodell von
B vor.Eine operationale Definition hat den Nachteil,daB sie nicht in
allen Fdallen,wo man sie anwenden mbdchte,auch anwendbar ist.

Als Ausweg gegen einen hieraus entwickelten Einwand kann man ver-
suchen,auf "disjunktive operationale Definitionen" zurickzugreifen.
Man versucht,mehrere MeBmethoden als Basis fiir eine operationale Defi-
nition zu wédhlen.Objekte,deren Messung mit der einen Methode in einer
Situation nicht moglich ist,kénnen in dieser Situation unter Umstédnden
mit einer anderen Methode gemessen werden (z.B.die oben angesprochene
Planetenmasse mit Hilfe der als MeBmethode aufgefaBten Gravitations-
theorie). Nimmt man diese Methode mit in die Definition auf,so hat man
den Bereich der Anwendbarkeit der "Definition" echt erweitert.Formal
bietet sich folgende Formulierung an (vergleiche auch [Tuomela,1973]
fir eine d&hnliche,obzwar logisch-syntaktisch ausgefihrte Begriffs-
bildung).

D100 Es seinen Bi""’Bn reale MeBmethoden fiir Fi'
a) R(B1,...,Bn):=U{R)i(/Xe U B.}
i<n !

b} R ist durch By,...,B, operational definiert gdw R=R(B1,..,Bn)

n

Hier ergeben sich nun aber genau die gleichen Probleme wie im Fall n=1.
Erstens ist R(B1,..,Bn) im allgemeinen keine Funktion,sodaB man,um

eine Funktion zu erhalten,eine Auswahl aus mehreren Mdglichkeiten
treffen muB.Wenn R eine Funktidn sein soll,R(B1,..,Bn) aber keine ist,
kann b) nicht angewandt werden.Zweitens ist die operationale Defini-
tion nicht in allen Fdllen anwendbar,in denen man R messen mdchte.

Man findet in der Regel und wohl auch im Prinzip bei gegébenen B1,..,

B stets ein Objekt,fiir das keine der Methoden B, funktioniert,das

n
aber doch zu einer intendierten Anwendung gehdrt.Zusédtzlich zu diesen
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~Schwierigkeiten ergibt sich aber noch eine weitere.

760 Aus der Tatsache,daB alle R(Bj) mit j<n Funktionen sind,folgt
nicht,daB auch R(B1,...,Bn) eine Funktion ist

Beweis: Sei Mp:={<D; |R;f1,f2>/DsV/\f1:D* IRafZ:D- R AVa(f1(a)=0)}

Fir i=1,2 sei Bi:={xe Mp/V ae D(fz(a)=f1(a)+i)}.Dann sind Bi (i=1,2)

globale MeBmethoden fiir Fz und es gilt f2(Bi):V* R fir i=1,2,d.h.

fz(Bi) ist eine Funktion.Aber f2(B1,BZ) ist keine Funktion,denn fir

aeV ist <a,1>e f2(B1,BZ) und <a,2>e f2(B1,BZ) #

Die Aussage,daB die mit verschiedenen Methoden operational definier-

ten GrdBen R(Bj) fiir gleiche Objekte {Argumente) zu gleichen Ergeb-

nissen fihren,wird empirisch festgestellt und ist nicht beweisbar.

Da bei Definitionen das Definiendum durch das Definiens eindeutig
bestimmt sein muB,wird man auch hier,wie schon vorher,nicht von "Defi-
nition" reden wollen.Anders gesagt: das,was durch eine operationale
Definition definiert wird,kann im allgemeinen nur durch Bezugnahme auf
Erfahrung eindeutig gemacht werden.Und in einer solchen Situation
spricht man nicht von "Definition".

Die angesprochenen Schwierigkeiten sind,wenn sie als Einwdnde gegen
den Operationalismus vorgebracht werden,nicht (nur) als Einwdnde gegen
die bloBe Verwendung des Ausdrucks "operationale Definition" gedacht.
Sie zielen vielmehr darauf ab,den ganzen operationalistischen Ansatz
als zu eingeschrdankt aufzuweisen;zu eingeschrdnkt vom Standpunkt einer
voll entwickelten Theorie aus.Wir stimmen dieser Kritik durchaus zu,
aber nicht ohne auf die eingangs betonte Relativitdt der Standpunkte
auf das Entwicklungsstadium einer Theorie hinzuweisen.Wenn noch keine
gesicherte Theorie zur Verfigung steht,ist eine operationale Defini-
tion der zu messenden Funktion im obigen Sinn das Beste,was man haben
kann.Daran dndert sich auch nichts,wenn man spdter,vom Standpunkt der
voll entwickelten Theorie aus rickblickend sagen kann,daB die frihere
operationale Definition nicht filir alle Objekte in den intendierten An-
wendungen anwendbar ist,oder daB sie nicht eindeutig war.Vorher,als
man die Theorie noch nicht hatte,bot die operationale Definition immer-
hin einen Weg,um in empirisch gesicherter Weise weiterzukommen.Solch
operationalistische Phasen lassen sich historisch in der Entstehungs-
phase vieler Theorien nachweisen.Schone Beispiele bilden die Geometrie,
dié Chronometrie,die Elektrizitdtslehre und,zur Zeit,die Astronomie,
in der z.B. die Temperatur von Sternen nach ganz verschiedenen MeB-
verfahren,die auch verschiedene Ergebnisse liefern,"definiert" wird
(vergl. [Gahde,19801).
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21) Die kohdrentistische L&sung des MeBproblems

Die kohdrentistische L&sung ist noch einfacher als die operationalisti-
sche: "Bei der Messung wird eine geeignete Theorie vorausgesetzi,was
die erwinschte Identitdt impliziert".Hier ist zu kldren,was eine ge-
eignete Theorie ist und was es heiBt,diese bei der Messung vorauszu-
setzen. )

Wir sagen,T sei fir die Messung von R? in y geeignet,wenn: sowohl x
als auch y potentielle Modelle von T sind.Dies ist zugegebenermafen
eine sehr einschrdnkende Formulierung.Es gibt sicher sehr viele Situa-
tionen,in denen das MeBmodell y von anderem Typ ist als das Ausgangs-
system x und bei denen folglich keine Theorie fiir die Messung im obigen
Sinn geéignet ist.Trotzdem bleiben wir bei der eingeschrénkten Formu-
lierung,weil wir uns hier generell auf die Betrachtung nur einer einzi-
gen Theorie beschrdnkt haben.Der allgemeinere Fall erfordert die Einbe-
ziehung mehrerer Theorien und die Untersuchung der zwischen diesen be-
stehenden Beziehungen,also die Einbeziehung eines ganzen Theorien-
Netzes.In Bezug auf die kohdrentistische Lésung treten dabei aber
keine wesentlich neuen Gesichtspunkte auf.

Der wesentliche und kohdrentistische Aspekt der L8sung besteht in
der Voraussetzung der Theorie bei der Messung.Die Theorie wird voraus-
gesetzt,wenn beide Systeme x und y zu einem (oder "dem") durch die
Theorie erfolgreich "erkldrten" Phdnomenbereich gehdren.Mit dem allge-
meinen Theoriebegriff aus Kap.II 1dBt sich dies einfach prdzisieren.
Ein erfolgreich durch T "erkldrter" Bereich von Phdnomenen ist einfach
eine Modellmenge,die die Querverbindungen erfiillt und die eine "theo-
retische" Ergdnzung der Menge I der intendierten Anwendungen bildet,
d.h. zu jedem Modell x des Bereichs gibt es eine intendierte Anwendung,
die Teilstruktur von x ist (vergl.D24).Fir spdteren Gebrauch definieren
wir auch die Menge aller solcher erfolgreicher theoretischer Bereiche
vaen T.

D101 X ist ein erfolgreicher theoretischer Bereich von T (Xe EB(T))
gdw X e Pot(M)nQane(l)

D102 Sei B eine globale MeBmethode fir Ri,ye B,xe Mp und real(x).Wir
sagen,daB T bei der Messung von R? durch y vorausgesetzt wird
gdw gilt 3IX(XeEB{(T)AxeXAyeX)
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Hier werden alle Komponenten von T,also "ganz" T,vorausgesetzt,denn
wenn x,y e X e EB{(T) gilt,so sind x und y Modelle,die Uber Q unterein-
ander und mit anderen Systemen in Verbindung stehen und iber I mit der
"Realitat". .

Die LOosung des MeRproblems erfolgt auch hier in drei Schritten.
Erstens wird eine geeignete Theorie T gewdhlt,zweitens wird T bei der
Messung von R? durch y vorausgesetzt und drittens nimmt der Kohédrentist
an,daB T die Identitdts-Querverbindung fur Fi enthalt (vergl.D82).Es
folgt dann R?(a):R{(a). -

n

i
Dom(R{). Wird T bei der Messung von R? durch y vorausgesetzt und

ist in T die Identitdts-Querverbindung erfillt,so gilt R?(a):R{(a)
Beweis: Aus D102 erhdlt man ein X e EB(T),sodaB x e X.und y e X.Da in T
die Identitdts~Querverbindung gilt,folgt nach D82 fir a eDom(Rx)n

i
qom(R{): R’f(a):R{(a) #

T61 Sei B eine globale MeBmethode fiir Fi, yeB, xeM_ und aceDom(R

Die Wahl einer geeigneten Theorie T ist in T61 dadurch enthalten,daB

B eine globale MeBmethode fiir Fi,also BSMp ist.

.

22) Theoriegeleitete Messung

Theoriegeleitete Messung liegt nach dem,was im letzten Abschnitt gesagt
wurde,immer vor,wenn das MeBproblem in kohdrentistischer Weise gesehen
und gelsst wird.Umgekehrt ist bei jeder theoriegeleiteten Messung das
MeBnroblem automatisch geldst,und zwar in kohdrentistischer Weise.

Ob bei einer Messung die einschldgige Theorie tatsdchlich im Sinne
von D102 vorausgesetzt wurde,ldBt sich im konkreten Fall schwer sagen;.
die Definition ist holistisch,weil "ganz" T eingeht und pragmatisch,

- weil auf I Bezug genommen wird,und daher kaum effektiv anwendbar.Wir

werden also nicht versuchen,den Begriff der theoriegeleiteten Messung
genau zu definieren,sondern nur die wichtigsten Charakteristika dieses
Begriffs zusammenstellen.

Ein erstes Charakteristikum der theoriegeleiteten Messung wurde
schon in Kap.I angegeben und besteht darin,daB die bei solcher Messung
vorausgesetzte Theorie allgemein als gesichert gelten muB.In der Ent-
wicklung einer Theorie wird zundchst immer archigon gemessen,ndmlich
wenn es darum geht,ob die Theorie iberhaupt fir eine Behandlung des
fraglichen Phdanomenbereichs brauchbar ist und wenn man sich noch nicht
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viele Daten fir die Brauchbarkeit beschaffen konnte.Im Laufe der Ent-
wicklung dndert sich dies."Irgendwann" wird die Theorie allgemein an-
erkannt,wozu eine groBe Zahl zueinander passender Daten beitrdgt (der
Verweis auf die Relativitdtstheorie bedeutet keine Einschrdankung dieser
Feststellung).Ab diesem Zeitpunkt besteht keine Notwendigkeit mehr,die
Theorie durch unabhédngige,archigon gemessene Daten zu testen: sie hat
sich hinreichend bewdhrt.Und ab diesem Zeitpunkt ist theoriegeleitete
Messung méglich und sinnvoll.Sie wird,wie schon gesagt,zur LOsung
praktischer Probleme und zum Test neuer,auf der gegebenen Theorie auf-
bauender Theorien benutzt.Theoriegeleitete Messung wird also historisch
immer dann auftreten,wenn bereits ein reiches (gemessenes) Datenmate-
rial iber einen Bereich vorliegt und wenn man diese Daten zur Gewinnung
neuer Daten in einem anderen Bereich voraussetzt und benutzt.Aus dieser
Perspektive ist es nicht verwunderlich,daB ein groRer (vielleicht der
grofte) Teil der heutigen Messungen theoriegeleitet ist.Es wurde
eben im Lauf der Geschichte zumindestens in den Naturwissenschaften
eine groBe Masse verldRlicher Daten angehduft und man wére dumm,diese
nicht zu benutzen.Um MiBverstandnissen vorzubeugen,bemerken wir,daB das
Auftreten theoriegeleiteter Messung kein Garant fir die unbegrenzte
Gultigkeit der vorausgesetzten Theorie ist.Es kOnnen sich bei jeder
Theorie anfangs nicht sichtbére Probleme bilden,die zu einer Revision
fiihren.Aber selbst bei Inkommensurabilitdt der alten mit der neuen,sie
ersetzenden Theorie werden die mit der alten Theorie theoriegeleitet
gewonnenen Daten nicht wertlos.In der Regel behdlt ja die "alte" Theo-
rie in gewissen Grenzen ihre Glltigkeit und Déten,die aus diesem abge-
grenzten Giltigkeitsbereich stammen,kann man weiterhin benutzen.

Das zweite Charakteristikum besteht darin,daB "die" einschldgige
Theorie bei der Messung vorausgesetzt wird.Wie schon angedeutet,diirfte
der Nachweis,daB bei einer Messung tatsdchlich die Theorie T vorausge-
setzt wird,im Einzelfall schwierig sein,da "Voraussetzen" eine innere
Einstellung der Wissenschaftler beinhaltet.Aber es gibt auch duBerliche
Kriterien dafir,daB die Theorie vorausgesetzt wird,nédmlich wenn sie bei
der Messung in irgendeiner Weise benutzt wird.Die effektive Benutzung
einer Theorie bei der Messung duBert sich wie folgt.Zur Bestimmung des
MeBwerts im MeBmodell wird eine Formel oder Gleichung benutzt,die ein
Axiom oder Teil eines Axioms von T ist.Mit Hilfe dieser Formel oder
Gleichung wird der MeBwert aus anderen,als bekannt vorausgesetzten Wer-
ten effektiv berechnet.Die Benutzung einer derartigen Formel ist ein
klarer Hinweis,vielleicht sogar eine hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen theoriegeleiteter Messung.

Diese Situation 1dBt sich auch‘formal im Verhdltnis von MeBmodellen
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und Modellen der einschldgigen Theorie festmachen.Allerdings scheint
die Bedingung in D103 unten,wie die Beispiele zeigen,nur hinreichend
fir theoriegeleitete Messung.Das Verhdltnis zwischen MeBmodellen und
Modellen der geeigneten oder einschldgigen Theorie ist dies.Die MefB-
modelle entstehen aus den Modellen durch zweifache "Spezialisierung".
Erstens werden die Modelle durch "Spezialgesetze" der Theorie weiter
eingeschrdnkt.Das heiBt,daB zu den Gesetzen (Axiomen),die die Modelle
der Thearie charakterisieren,weitere Gesetze hinzugefiigt werden.Diese
Spezialgeseize unterscheiden sich von den "Grundgesetzen" der Theorie
" dadurch,daB sie jeweils nur fir einen kleinen Teilbereich der inten-
dierten<Anwendungen von T gililtig sind,wdhrend die Grundgesetze in allen
Anwendungen gelten.Zum Beispiel ist das Hookesche Gesetz,das die Bewe-
gung elastischer Federn oder allgemeiner "harmonischer Oszillatoren"
beschreibt,ein Spezialgesetz der Mechanik,da es nicht in allen Anwen-
dungen der Mechanik gilt (z.B.nicht in Anwendungen des Gravitations-
gesetzes auf das Sonnensystem).Ein Speiialgesetz der Tauschwirtschaft
ist das Gesetz vom abnehmenden Grenznutzen,welches ebenfalls nicht in
allen Anwendungen der Tauschwirtschaft Giltigkeit hat.

Zweitens kommen zu den Axiomen der Theorie (und den im ersten
Schritt eventuell hinzugefiigten Spezialgesetzen) weitere Annahmen hin-
zu,die wir "ad hoc Annahmen" nennen.Diese haben im allgemeinen keinen
gesetzesartigen Charakter.Es sind meist Annahmen,die die Anzahl der im
Modell vorkommenden Objekte betreffen oder die besagen,daB gewisse
Fuhktionen oder Relationen im Modell trivial vorkommen,d.h.in einer
Ffir die Bétreffende Messung irrelevanten Weise.Eine solche ad hoc An-
nahme ist z.B.bei der Massenmessung mittels ZentralsstoB die Annahme,
daB das MeBmodell genau drei Partikel enthdlt (D30-2),oder bei der
Gewichtsmessung mittels Federwaage die Annahme,daB nur zwei von Null
‘verschiedene Krdfte auftreten (D87-a-4.3).Die Verschidrfung von Modellen
zu MeBmodellen kann beide Spezialisierungsschritte enthalten,muB aber
nicht.Es kann durchaus vorkommen,daB nur eine Art von Spezialisierung
notig ist,z.B.in D30 nur ad hoc Annahmen.Man kann sogar den Fall zu-
lassen,daB lberhaupt Keine Spezialiéierung auftritt,d.h.daB die Modelle
der Theorie selbst schon MeBmodelle sind.Dies ist z.B. in der Mechanik
der Fall,wo das zweite Newtonsche Axiom ein MeBmodell fir die Be-
schleunigung S liefert.

Wir fassen diese Uberlegungen in einer Definition zusammen,wobei wir
statt lber Axiome,wie bisher auch schon,iiber die durch sie charakteri-
sierten Strukturklassen reden.
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D103 a) M* ist ein Spezialgesetz fiir T gdw 1) M* & M; 2) M* wird
ausschlieBlich durch desetzesartige Sdtze charakterisiert
b) M* ist eine ad hoc Annahme fiir T gdw 1) M* ¢ M; 2) ist
" M*’E:M,so ist M* durch eine Konjunktion der M charakterisieren-
den Sdtzen mit nicht-gesetzesartigen Sdtzen festgelegt

Natirlich sind diese Definitionen ziemlich pragmatisch,weil es kein
prdzises Kriterium fir Gesetzesartigkeit gibt.Die Unterscheidung zwi-
schen Grundgesetzen,Spezialgesetzen und ad hoc Annahmen einer Theorie
muBl etwas vage bleiben,obwohl man klare Beispiele fir alle drei Be-
griffe angeben kann und obwohl im konkreten Fall in der Regel eine ein-
deutige Klassifikation mdéglich ist.Mit Hilfe dieser Unterscheidung kon-
nen wir ein anwendbares Kriterium dafir formulieren,daR theoriegeleite-
te Messung vorliegt.

Kriterium fir theoriegeleitete Messung:

Sind x,y eMp,ist y ein globales MeBmodell fiir Fi und gibt es
M1,M2 sodaB gilt: 1) M1 ist ein Spezialge;etz fir T;

2) M, ist eine ad hoc Annahme fir T; 3) ye Mam, ,

so ist die Messung von R? durch y theoriegeleitet.

Wenn man noch scharfer von “durch T geleiteter Messung" spricht,dann
kann man das Kriterium so‘formulieren,daB unter den angegébenen Be-
dingungen eine durch T geleitete Messung vorliegt.

Betrachten wir kurz einige Beispiele.Bei Massenmessung durch Zen-
tralstoB (D30) treten keine Spezialgesetze hinzu,alle angegebenen Be-
dingungen,auBer D30-1,sind ad hoc Annahmen.Im MeBmodell fir Orte mit-
tels der Keplerschen Theorie (D35) treten ebenfalls keine Spezialge¥
setze,sondern nur die Grundgesetze der Keplerschen Theorie (D35-5 und
6) auf.Bedingungen 2,4,7 und 8 in D35 sind ad hoc.Bei der Massenmessung
mittels Probekdrper ist das Gravitationsgesetz'ein Spezialgesetz (D84-
b-3.1),wdhrend die restlichen Bedingungen D84-b-2, 3.2 und 4 ad hoc
Annahmen darstellen.Die Gewichtsméssung mittels Federwaage (D87) be-
ruht auf zwei Spezialgesetzen,dem Gesetz fir den gedémpfteq harmoni-
schen Oszillator (D87-a-4.1) und dem Gravitationsgesetz (D87-a-1 und
D86-a-4) und weiteren ad hoc Annahmen (D87—2; 4.2, 4.2, 5,6 und 7).
Die Messung des inneren Widerstandes einer Batterie (D61) setzt das
Ohmsche Gesetz voraus,sowie die ad hoc Annahme von D61-2.Und so
weiter.

Das hier explizierte Verhdltnis von vorausgesetzter Theorie und
MeBmodell rechtfertigt unsere Bezeichnung "theoriegeleitet".Denn die
Theorie "leitet" in Form der Grundgesetze die beiden Spezialisierungs- '
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schritte. .

Ein drittes Charakteristikum der theoriegeleiteten Messung,welches.
im zweiten schon enthalten ist,aber eigene Hervorheébung verdient,be-
steht in der Existenz "der" oder einer zur Messung von R? in y geeigne-
ten oder einschldgigen Theorie T.Nach den Festlegungen in Abschnitt
21) bedeutet dies,daB das urspringlich betrachiete System x und auch
das MeBmodell y potentielle Modelle von T sind.Wesentlich ist hier die
Annahme,das MeBmodell y sei ein potentielles Modell von T.Sie beinhal-
tet,daB erstens die Bezeichnungen und Namen fir "Objekte" des MeBmo-
dells so wie in 'der Theorie verwandt werdén und daB zweitens die im
MeBmodell'ﬁealisierten GroBen den von der Theoriq vorgeschriebenen Typ
haben,d.h.daB sie technisch gesprochen(genaukwie in der Theorie typi-
siert sind.Mit anderen Worten: man betrachtet das System,in dem man
messen will,durch die Brille der Theorie.Wir sehen hier von der
Schwierigkeit ab,die entsteht,wenn x und y potentielle Modelle ver-
schiedene Theorien sind.Selbst dahn kénnte man noch einwenden,dafl die
Annahme,der MeBvorgang sei'im Vokabular der Theorie erfaBbar,ziemlich
einschrdnkend ist und wohl nur bei einem kleinen Teil aller MeBvor-
gdnge erfillt sein wird.Man kdnnte darauf hinweisen,daB bei der Messung

-und gerade bei der Messung- viele Faktoren zu beriicksichtigen
sind,die sich nicht im Vokabular der Theorie beschreiben lassen.Dazu
braucht man nur kurz in die‘exggrimentelle Literatur zu schauen.Fast
jede Beschreibung der exper&mentellen Anordnung enthdlt Passagen,die
in wissenschaftlicher Alltagssprache abgefaBt sind und jedenfalls
nicht die zentralen Grundbegriffe der einschldgigen Theorie enthalten.
Wir meinen,da dieser Einwand nicht ;chwerWiegend ist.

" Erstens geben wir natiirlich zu,daB es Experimente und Messungen
gibt,die nicht im Vokabular einer Theorie erfaBbar sind,einfach weil
es noch keine anerkannte Theorie iber die betrachteten Phdnomene gibt.
Dann handelt es sich um archigone Messung,die hier nicht zur Diskussion
steht.

Iweitens impliziert der Hinweis auf "nicht-theoretische" Experiment-
beschreibungen keineswegs,daB der betreffende MeBvorgang nicht im
Vokabular der einséﬁlégigen Theorie erfaflt werden kdénne.Solche Expeﬁi-
mentbeschreibungen haben eine mehrfache Funktion,die wir hier nicht
vollstdndig analysieren kdnnen.Sie gewdhrleisten erstehs eine "appa-
rative Reproduzierbarkeit": der Leser der Bgschreibung kann das Experi-
ment an Hand der Beschreibung selbst wiederholen.Bei Angabe einer nur
theoretischen Beschreibung wdre die apparative Realisierung noch
vildiig offen und variabel.Zweitens. dienen solche Beschreibungen dazu,
den Experimentator glaubhaft(er) zu machen.Drittens und fir uns
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wichtig enthalten die Beschreibungen oft Hinweise darauf,wie stdrende
Einflisse eliminiert worden sind."Stdrende Einflisse” sind aber solche,
die die Annahme der Geltung der einschldgigen Theorie stdren wiirden
(was sonst?). Die systematische Ausschaltung solcher Einflisse ist bis-
her wissenschaftstheoretisch kaum untersucht worden.Es ist aber klar,
daB in einem experimentellen Bericht das Eingehen auf eventuelle Stor-
faktoren darauf hinweist,daB® man die Messung im Lichte der oder einer
Theorie sieht.

"Drittens deutet gemdB unserem gerade formulierten Kriterium die Be-
nutzung von anerkannten Formeln oder grundlegenden theoretischen Axio-
men in der experimentellen Literatur darauf hin,daB die oder eine Theo-
rie benutzt wird.DaB er eine bestimmte Messung im Lichte der einschlé-
gigen Theorie betrachtet,ist fiir den experimentierenden Wissenschaftler
so selbstverstdndlich,daB er keine Veranlassung hat,dies immer wieder
zu betonen. -

Viertens schlieBlich zeigt die Analyse vieler Beispiele von Messung-
en (auch in diesem Buch),daB sich die MeBvorginge mihelos durch MeR-
modelle im Vokabular einer Theorie erfassen lassen,falls es eine solche
gibt.Bei einigermaBen umfassenden Theorien muB das auch so sein.Denn
wenn die Theorie Anspruch auf eine vollstdndige Beschreibung ihrer An-
wendungen (unter bestimmten Aspekten) erhebt,so gilt dies natirlich
auch fir Anwendungen,in denen mit Hilfe der Theorie eine Messung ge-
macht wird,d.h.fiir MeBvorgédnge.Insgesamt meinen wir also -und sehen
dies durch Betrachtung von Beispielen bestdtigt- ,daB sich praktisch
alle interessanten MeBvorgdnge im Vokabular irgendeiner Theorie er-
fassen und als potentielle Modelle dieser Theorie (bzw.als Teilstruk-
turen oder Erweiterungen mittels definiefﬁer Terme) darstellen lassen.

SchlieBlich missen wir noch auf den Fall eingehen,daB bei einer Mes-

“sung nicht eine eiﬁ;elne Theorie geeignet ist,sondern daB eine genaue
Analyse das Zusammenspiel mehrerer Theorien beim MeRvorgang aufdeckt,
soidaB der MeBvorgang-sich nicht als ein potentielles Modell einer
Theorie,sondern nur als Konglomerat mehrerer potentieller Modelle aus
mehreren verschiedenen. Theorien darstellen 148t (vergleiche etwa
[Forge,1984]1 fiir ein Beispiel).In diesem Fall wirden wir den MeBvor-
gang in verschiedene "Teilmerorgénge" zerlegen,sodaB sich die ganze
Messung durch eine (theorieiibergreifende) MeRkette-erfassen ldRt.Wir
sehen jedenfalls im Hinweis auf die Existenz derart komplexer MeB-
verfahren keinen Einwand gegen unseren Begriffsapparat.Die Behandlung
von Beispielen erfolgt ohne Mihe,wiirde aber den Rahmen dieses Buches
sprengen.
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23) Bemerkungen zur Bedeutungstheorie

!
Die Bedeutungstheorie beschdftigt sich auf allgemeiner,sprachphilo-
sophischer Ebene damit,was Worter,Terme,Begriffe einer Sprache bedeu-
ten.Man fragt,worauf,auf welche Entitﬁten sich die Ausdricke der '
Sprache beziehen,was sie bezeichnen.Unsere Untersuchungen iiber theorie-
geleitete Messung und die kohdrentistische Ldsung des MeBpﬁob[ems
filhren zwanglos zu einer Explikation der Bedeutung eines Begriffs in
einer Theorie T.Damit haben wir natiirlich noch keine Bedeutungétheorie,
weil erstens die Relativierung auf Begriffe in Theorieﬁ sehr einschran-
kend ist und weil zweitens unsere Beschrdnkung auf eine einzelne Theo-
rie zu einem selbst in der Wissenschaft zu eingeschrédnkten Bedeutungs-
begriff fihrt.Die in diesem Abschnitt entwickelten Ideen sind daher _auf
jeden Fall auf ganze Theorien-Netze auszuweiten,was aber keine prin-
zipiellen Probleme aufwirft.Wir kontrastieren unsere Eﬁgebnisse wieder
mit einer fiktiven operationalistischen Bedeutungstheorie.Der Zusatz
"fiktiv" ist hier n&étig,weil Operationalisten manchmal gar keine oder
oft eine kohdrentistische Bedeutungstheorie haben.Ein besonders krasser
Fall liegt in [Campbell,1920] vor. .
~ Was also bedeuten die Wérter,die in einer Theorie vorkommen,wie
etwa "Masse","Kraft™ in der Mechanik,"Abstand","zwischeﬁ" in der Geo-
metrie,"Umlaufzeit","Temperatur" ig‘der Astronomie,"Widerstand",
"Spannung" in der Elektrizitdtslehre,"Druck","Energie","Entropie" in
der Thermodynamik? Betrachten wir zum Beispiel das Wort "Masse" ge-
nauer.Es bezeichnet eine Funktion,die Partikeln reelle Zahlen zuord-
net,aber welchen Partikeln welche Zahlen? Sicher allen realen Parti-
keln; im Gegensatz etwa zu der reellen Zahl "1",die in unseren poten-
tiellen Modellen der Mechanik sehr wohl als "abstraktes" Teilchen
fungieren kann.Aber was sind "reale" Partikel? Solche,die wir kennen,
oder solche,die wir méglicherweise untersuchen k&nnten? Ein Stein im
Gebirge ist real,aber er wird kaum je Gegenstand einer Massenunter-
suchung werden.Und wie steht es mit Partikeln im Andromeda Nebel,oder
mit "sehr kleinen" oder "theoretischen" Partikeln,z.B.im Sonneninnern?
Noch viel schwieriger ist die Frage,welche reelle Zahl man einem ge-
gebenen Teilchen als dessen Masse anzeigend zuordnen soll.Abgesehen
von der Wahl einer Masseneinheit,die hier nicht diskutiert werden
soll,fihrt diese Frage sofort zur Bestimmung und Messung der Masse.
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Wie soll man die Masse des Teilchens messen? Mit einem der zahlreichen
verschiedenen MeBverfahren? Was ist,wenn diese unterschiedliche Er-
gebnisse liefern? '

- Die fiktive Bedeutungstheorie des Operationalisten beantwortet diese
Fragen durch Hinweis auf eine ausgezeichnete MeBmethode B. "Masse*
bezeichnet genau diejenigen Paare <p,m(p)> ,fir die p ein reales Teil-
chen und m(p) eine positive reelle Zahl ist und fiir die man m(p) als
Ergebnis einer Messung mit Hilfe eines MeBmodells aus B erhdlt oder
erhalten kénnte (vergl.Abschnitt 19)).Auf die Einschrdnkungen,die hier-
bei dem Gebrauch des Wortes "Masse" auferlegt werden,wurde bereits in
Abschnitt 20) hingewiesen.Die kohdrentistische Bedeutungstheorie da-
gegen legt das Wort "Masse" durch die einschldgige Theorie,in diesem
Fall durch die Mechanik fest."Masse" bezeichnet diejenigen Paare
<p,m(p)>,die in einem erfolgreichen theoretischen Bereich def Mechanik
“vorkommen" (vergl.D101).Wir wollen diese Ansdtze prdzise und in all-
gemeiner Form darstellen.

Dazu gehen wir aus von einem Term R,einem Begriff der Sprache,der
in potentiellen Modellen x der Theorie (falls eine solche vorhanden
ist) durch die i-te Funktion R? realisiert werden moége.R ist also eine
Variable,die im konkreten Fall Ausdricke wie "Masse","Kraft","Wider-
stand" usw. bezeichnet. Man kann,muB aber nicht, R mit unserem mengen-
theoretischen Term Fi identifizieren.Die hieraus resultierende,even-
tuelle Doppeldeutigkeit des Ausdrucks "Term" wird dem Leser keine
Schwierigkeiten bereiten.Natirlich sind die méglichen Antworten:

"R bedeutet U{Ri/Ri € Fi}“ oder "R bedeutet Fi" nicht sehr interes-
sant,sodaB wir sie gar nicht genauer ins Auge fassen.Der Operationa-
Iisfvlegt die Bedeutung von R durch operationale Definition fest.

D104 Die operationalistische Bedeutung des durch die MeBmethode B
operational definierten Terms R ist R(B) (vergl.D96)

Zur Explikation des kohdrentistischen Bedeutungsbegriffs fihren wir

zwei Hilfsdefinitionen ein.

D105 a) Fiir Xe EB(T) sei R(X)::U{R’i‘/xsx}
b) R-(T);’:U{R(X)/xese(_r)}

R(X) kﬁnﬁte,man als die durch einen erfolgreichen theoretischen Be-
reich X gegebene Funktion bezeichnen.Natirlich ist R(T) gemaB b)
nichts anderes als LI{R?/X‘EL}EB(T)} ;d.h.die Vereinigung aller
Funktionen R?,die in irgendeinem Modell eines erfolgreichen theore-
tischen Bereichs von T vorkommen.Die Benutzung von a) ist bei b)
eigentlich nicht nétig.Sie erfolgt einmal,weil man so die Eindeutig-
keitsfrage besser diskutieren kann und zum anderen,weil wir R(X)
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spdter noch brauchen.Zundchst stellt man fest
162 a) R(T)grv( U 0¥, ..., U AT)
xe UEB(T) x e UEB(T)

b) R(T) ist im allgemeinen keine Funktion / 0
Beweis: a) Wie T56. b) Sei T so gewdhlt,daB xeM =M gdw x=< Rif> mit
fiR = R, Q:=Pot{(M) ~N{g},I={x,y}S M und fX=Id, fy=Id+1 (d.h. Va(f (a)=
a+1). Dann ist X:=I € EB(T).Aber <1,1> und <1,2> sind beide in
U{fz/z e UEB(T)} und daher ist f(T) keine Funktion #

L

Ahnlich wie beim operationalistischen Ansatz gibt es also auch hier
Probleme mit der Eindeutigkeit von R(T).Aber die Bedlngumgen unter
denen R(T) eindeutig wird,sind anders geartet als die entsprechenden
Bedingungen im operationalistischen Ansatz.Bei letzterem sind die Be-
dingungen ausschlieBlich an die MeBmethode B (bzw.die verschiedenen
B1,...,Bn) zu.stellen.Im kohdrentistischen Fall dagegen betreffen‘sie"
die ganze Theorie T.Um dies genauer zu sehen,fragen wir,unter welchen
Bedingungen D105 eine Funktion liefert.Denn solange dies nlcht der
Fall ist,hat man in Analogie zu D97 eine mehrelementige Menge & und

jedes Element von & ist als Kandidat fir R(T) gleich gut geeignet.

\ . |
D106 a) # :={f/fGR(T)AT ist Funktiona Dom(f)=U{Dom(RY)/x e EB(T)}}
b) T legt R(T) eindeutig fest gdw R(T) eine Funktion ist

163 B ist einelementig gdw R{(T) eine Funktion ist.In jedem diéger
Fdlle ist B ={R(T)}
Beweis: Es gilt (1) Dom(R(T)):L){Dom(Rﬁ)/Xs U EB(T)} nach Definition
von R(T)."==". Sei f das einzige Element von & .Annahme: R(T) ist
keine Funktion,d.h.es gibt aeDom(R(T)) und b,c mit b#c und <a,b>e
R(T)Aa<a,c>eR(T).Nach (1) und D102-a ist Dom(R(T))=Dom(f),also ace
Dom(f). Sei o.B.d.A. f(a)=b.Wir betrachten f’ :=(f\ {<a,f(a)>})uv
{<a,c>}. Dann ist f #f und f e ® im Widerspruch zur Annahme."&=".
Sind f,ge & ,so gilt feR(T),geR(T) und Dom(f)=Dom(g)=Dom(R(T))
nach (1) und D102-a.Sei aeDom{f).Dann ist f(a)=R(T)(a)=g(a),weil
R(T) nach Voraussetzung eine Funktion ist.Also f=g.Wegen R(T)e %’
folgt in diesem Fall % ={R(T)} #

Der eindeutigen Festlegung von R(T) durch T entspricht also der Sach-
verhalt,daB & genau ein Element hat.

Die Eindeutigkeitsfrage fir R(T) l&Rt sich in (mindestens) zwei ,
Teilfragen aufspalten,ndmlich erstens,ob fir Xe EB(T) R(X) eindeutig,
d.h.eine Funktion,ist und zweitens,ob die Vereinigung der R(X) wieder
eine Funktion ergibt.Bei der ersten Teilfrage ist klar,unter welchen
Bedingungen sie positiv zu beantworten ist,ndmlich wenn T die
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Identitdts-Querverbindung fir Wi enthdlt (T64 unten). Falls T die
Identitdts-Querverbindung fir Ni enthdlt,hat man eine einfache hin-
reichende Bedingung fir die Eindeutigkeit von R(T).R(T) ist eindeutig,
wenn EB(T) nur ein Element enthdlt (T64-b).

164 a) Fir Xe EB(T) ist R(X) eine Funktion,wenn T die Identitdts-Quer-
verbindung fir R, enthalt
b) Enthdlt T die Identitdts-Querverbindung fir Fi und gibt es genau
ein X e EB(T),so ist R(T) eine Funktion
Beweis: a) Sei Xe EB(T),xe X und a eDom(R?).Dann ist <a,R?(a)>e R(X).
Sei <a,b>eR(X).Dann_gibt es yeVY mit a sDom(R{) und b=RY¥(a).Aus
X eEB(T) folgt X e Q und hieraus nach Voraussetzung,daB R%(a):R{(a):b,
also <a,b>=<a,R?(a)>. b) Seien x,ye VEB(T) und ace Dom(R?)n Dom(R{).
Nach Voraussetzung ist EB(T)={X},also (EB(T)=X mit XePot(M)NAQn
e(I).Aus X e Q folgt nach D82 R}{a)=RY(a) #

Unter den beiden in T64-b gemachten Voraussetzungen ist man also berech-
tigt,R(T) als die durch T festgelegte Funktion zu bezeichnen.

DaB R(T) im allgemeinen keine Funktion ist,stdrt beim kohdrentisti-
schen Ansatz,wenn es um die Explikation der Bedeutung von R geht,zu-
ndchst nicht,da es ja apriori keine Einwdnde gegen eine "Mehrdeutig-
keit" von R gibt.Es stért hier nur rein duBerlich die Verwendung des
bestimmten Artikels,den wir in Anlehnung an den iiblichen,realistischen
Sprachgebrauch in den Wissenschaften benutzen.Beim operationalistischen
Ansatz dagegen ste}lt sich die Nicht-Eindeutigkeit als ernstes Problem
dar,insofern dort eine (operationale) Definition verlangt wird.

Im Hinblick auf‘BeispieIe erweist es sich als niitzlich,bei der Ein-
deutigkeit von R(T) auch den Fall zu betrachten,in dem Eindeutigkeit
"bis auf Skalentransformation" vorliegt.Es ist oft so,daB fir ver-

-~ schiedene X,Y e EB(T) R(X) und R(Y) zwar verschieden sind,aber durch
Skalentransformation ineinander lbergehen.Man denke an verschiedene
Systeme von Einheiten.Man kann dann skalendquivalente R(X) und R(Y)
identifizieren und im giinstigen Fall sind alle R(X) mit X e EB(T) mit-
einander &quivalent.In diesem Idealfall wird man éine andere Defini-

, tion von R(T) fnS<Auge fassen,man wird ndamlich R{(T) als die Aquivalenz-
klasse aller R(X) mit Xe EB(T) definieren.

0107 T enthalte die Identitdts-Querverbindung fir Fi und alle Ri € Fi
seien Funktionen in einen Vektorraum lber einem geordneten
Kérper K (vergl.D45). .

a) Sind X,Y e EB(T),s0 gelte R(X) ~R(Y) gdw U{Dom(R})/xeX}=

o Vtoon(RY)/y e YIadae k*Vae UlDom(RY)/x e X}(R(X)(a)=a*R(Y)(a))
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b) Gilt fiur alle X,Ye EB(T): R(X)=~R(Y), so wird R(T) definiert
durch R(T):={R(X)/X e EB(T)} :

c) Wir sagen,daB R(T) in T bis auf Skalentransformation eindeutig
bestimmt ist gdw gilt VX,Ye EB(T): R(X)=R(Y)

Man kdnnte diese Definitionen auch unter allgemeineren Voraussetzungen
~ hinschreiben,allerdings werden sie dann komplizierter.Man zeigt léicht,
daB =~ eine Aquivalenzrelation ist. ﬁ(T) in b) stellt einfach die Aqui-
valenzklasse eines Reprédasentanten R(X) mit Xe EB(T) dar.Das heiBt,man
kann R(T) mit einem der R(X) "bis auf Skalentransformation" identifi-
zieren.Wir sagen dann,daB R(T) bis auf Skaleninvarianz eindeutig be-
stimmt ist (D103-c). -

\
\

T63 a) = ist eine Aquivalenzrelation auf {R(X)/Xe EB(T)}

b) Ist R(T) in T bis auf Skaleninvarianz eindeutig bestimmt,so
gilt fir alle X e EB(T): R(T)=R(X) und ferner R(T)=
{R(X)/X ¢ EB(T)}

Beweis: a) Reflexivitdt und Symmetrie sind trivial.Zum Nachweis der

Transitivitdt widhlt man (bei nach Vbraussetzung gegebenen a1,a2)

4?=a1-u2. b) 5773 bezeichnet die Aquivalenzklasse von R(X) unter =

R(T)= 5773 folgt also direkt aus D107-c. Nach D101-b und B107-b ist

R(T)=L)§(T),also folgt der zweite Teil von b) aus dem ersten #\
. Die kohérentiétische Bedeutung von R explizieren wir nun als R(T).

- D108 Die kohdrentistische Bedeutung von R in T ist R(T)

Die Frage,ob die Bedeutung von R in T durch T eindeutig festgelegt
ist,1dBt sich nicht rein formal untersuchen.Man kann lediglich Bei~
spiele betrachten und sehen,ob die Voraussetzung der Eindeutigkeit
dhnlich fiktiv ist wie die operationalistische Voraussetzung,daB man
alle Objekte,die man messen mochte,auch messen kann.Die Untersuchung
. der Eindeutigkeitsfrage an Beispielen erweist sich als kompliziert
‘ und macht es erforderlich,liber den hier gewdhlten,relativ engen Rahmen
einer empirischen Theorie hinauszugehen.Man muf3 dabei mindestens noch
die zu einer Theorie gehdrigen Spezialgesetze beriicksichtigen und
daher ganze Theorien-Netze betrachten,die sich aus den in Kap.II defi-
nierten empirischen Theorien bilden lassen.Wir verzichten daher auf
die Untersuchung von Beispielen und belassen es bei den folgenden all-
gemeinen Bemerkungen.

Die Annahme einer Identitdts-Querverbindung fir Fi ist meist un-
problematisch,sodaR das Hauptproblem bei der Eindeutigkeit von R(T)
- in der Frage liegt,ob EB(T) genau einen oder aber mehrere erfolg-
reiche theoretische Bereiche enthdlt.Im ersten Fall wird nach T64-
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R(T) eine Funktion und die Bedeutung von R damit eindeutig gegeben
sein.Dieser Fall liegt vor,wenn es genau ein X gibt mit X e Pot(M)n
Qne(l). Da M und Q formal charakterisiert sind,gibt es aufgrund von
Isomorphie immer mehrere Elemente von Pot(M)an Q.Die entscheidende Frage
ist also,ob die intendierten Anwendungen (zusammen mit M und Q) ein
solches X eindeutig auszeichnen kénnen.Nun sind die intendierten An-
wendungen nicht formal pridzise gekennzeichnet.Sie werden vielmehr,

wie in Kapitel Il ausgefiihrt,durch die paradigmatische Methode be-
stimmt.Somit scheint eine logische Untersuchung der Eindeutigkeit von

X nicht méglich,denn dazu muB der Satz

XePot(M)nQne(l)aX  ePot(M)nQne(l) - X=X~

untersucht werden,der in Form von I eine nur pragmatisch bestimmte Kom-
ponente enthdlt.Diese Schwierigkeit 1dBt sich aber umgehen,indem man
fiir I eine beliebige,formal charakterisierbare Teilmenge Yg;Mgp ein-
setzt.Man kann dann formal prdzise untersuchen,unter welchen Bedin-
gungen der Satz

XePot(M)nQne(Y)AX ePot(M)nQne(Y) - X=X~

gilt,d.h.beweisbar ist.Derartige Bedingungen lassen sich stets,not-
falls "mit Gewalt" angeben.Hat man solche Bedingungen gefunden,so kann
man tGberlegen,ob sie auch fir [ anstelle von Y blausibel sind.

Es zeigt sich,daB die Bedingungen an Y,die zu einer eindeutigen
éestimmung von X durch Formel Xe Pot(M)nQne(Y) fohren,im Lichte der
"Realitdt" (d.h.im Lichte unserer realen Mdglichkeiten,Kenntnisse und
schon durchgefihrten Untersuchungen) betrachtet,sehr stark und ideali-
sierend sind.Sie beinhalten zum Beispiel Voraussetzungen iber die
Anzahl der intendierten Anwendungen (meist unendlich viele) und iiber
deren "Komplexitdt".Solche Bedingungen stellen,wenn man sie explizit
angeben kann,in gewissem Sinn eine Prédzisierung der Aussage dar,daB
R durch T eindeutig festgelegt wird.Hierzu einige allgemeine Bemer-
kungen.

Erstens zeigen -wie ausgefiihrt- formale Untersuchungen,daB die
hinreichenden Bedingungen an I,unter denen R(T) eine Funktion ist,
sehr starke Annahmen iiber die Realitdt ‘ausdriicken.Diese Annahmen haben
aber in der Regel nicht den Charakter empirischer Sdtze,die sich auf
ihre Richtigkeit hin lberprifen lassen.Sie haben vielmehr den Charak-
ter von Idealisierungen,dhnlich dem Induktionsaxiom in der Arithmetik.
Ob man solche Bedingungen (und damit die Eindeutigkeit von R(T))
unplausibel findet,hingt weitgehend davon ab,in welchem Ausma® man
operationalistisch oder positivistisch eingestellt ist.Der Positivist
w?rd sagen,daB er nicht sehen kdnne,wieso die Bedingungen erfiillt
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sind und daB er deshalb auf die Voraussetzung,R(T) sei eindeutig be-
stimmt,lieber verzichte.

Zweitens muB auf den allgemein Gblichen Sprachgebrauch hingewiesen
werden.Wissenschaftler verwenden stets den bestimmten Artikel: "die
Masse","das UnbewuBte","die Nutzenfunktion" usw. Sie reden stets so,als
ob R(T) durch T eindeutig festgelegt sei.Ilnwieweit damit auch ein
Glaube an metatheoretische Sachverhalte,wie wir sie hier untersuchen,
verbunden ist,vermdgen wir nicht zu beurteilen.Aus den wissenschaftli-
chen Publikationen wird man wohl kaum einen SchluB hinsichtlich der
vorliegenden Frage ziehen kénnen.Auch der SchluB,daB diese Redeweise
auf die philosophische Haltung des Realismus hinweise,scheint uns sehr
gewagt.Viele Fachwissenschaftler vertreten bei Gelegenheit operatio-
nalistische oder positivistische Ansichten,die sich auch bei grofter
Anstrengung nicht als Realismus deklarieren lassen.

Drittens ist zu beriicksichtigen,daB Wissenschaftler nicht dogmatisch
ihre Theorien als richtig ansehen.Sie sind immer bereit,theoretische. :
Annahmen wieder zuriickzunehmen uﬁd zuzugeben,daB es bessere Ldsungen
oder Theorien gibt.Auch bei der Aussage,daB R(T) eine Funktion sei,
sollte der Wissenschaftler zur Zuriicknahme bereit sein.

Viertens kdnnte man untersuchen,ob sich aus der Annahme der Ein-
deutigkeit von R(T) irgendwelche praktischen Konsequenzen ergeben.

Der einzig mdgliche Fall,den wir hier sehen,ist der folgende.Man hat
zundchst einen einzigen erfolgreichen theoretischen Bereich X. Bei
weiteren Untersuchungen -etwa durch Benutzung einer neuen Klasse von
MeBapparaten- stellt man aber fest,daR R(T){(a) bei gleichem a aber
verschiedenen MeBmethoden verschiedene Werte annimmt.Derjenige,der hier
an der Eindeutigkeit von R(T) festhdlt,muB eine neue Gr&Be einfiihren
und erkldren,daB die abweichenden Werte in Wirklichkeit Werte der
neuen GroBe seien und nichts mit R(T) zu tun hatten.Diese Situation
ist nicht fiktiv.Man wird sie in der Entwicklungsgeschichte der Wis-
senschaften oft antreffen.Da eine wissenschaftstheoretische Unter-
suchung einschldgiger Beispiele unter dem angesprochenen Aspekt noch
aussteht,kdnnen wir auch mittels dieses vierten Punktes zu keiner
Kldrung kommen.

24) Operationalismus als Spezialfall des Kohdrentismus

Diese {berschrift muBR dem Operationalisten ziemlich provokativ vor-
kommen.Da wir aber,wie am Anfang dieses Kapitels betont,nicht bean-
spruchen,alle Dimensionen des Operationalismus darzustellen,muB auch
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diese Uberschrift entsprechend eingeschrdnkt verstanden werden.Es

geht uns hier nur um einen Vergleich beider Ansdtze unter dem Aspekt
der Messung.Und obwohl der Operationalist wahrscheinlich sagen wird,
daB selbst bei solcher Einschrdnkung unsere Darstellung noch nicht
vollstédndig ist,scheint uns ein Vergleich unter diesem Aspekt nahe-
liegend.Der Ansatzpunkt zum Vergleich liegt auf der Hand: er ist ge-
geben durch die Explikation der Bedeutung eines in beiden Ansédtzen ver-
wandten Begriffs R.Im operationalistischen Ansatz ist R operational
definiert,im kohdrentistischen .durch ganz T.Wenn wir annehmen,daB auch
der Operationalist nach Einfiihrung seiner GroBen zu empirischen Ge-
setzen gekommen ist,so hat auch er es mit einer Theorie zu tun.Und da
die Bedingungen,die wir in Kap.II an empirische Theorien stellten,
nicht sehr einschrdnkend sind,dirfte es keine allzu gewaltsame Annahme
darstellen,daB der Operationalist eine Theorie T in Form einer empi-
rischen Theorie vor sich hat -genauso wie der Kohdrentist.Der ent-
scheidende Unterschied zwischen beiden Ansdtzen liegt dann in der Be-
deutung von R. Im operationalistischen Ansatz war R=R(B) operational
definiert durch eine reale MeBmethode B (vergl.D95),im kohdrentisti-
schen Ansatz R=R(T) durch ganz T (vergl.D105-b).Aus dieser unterschied-
lichen Auffassung der Bedeutung von R leitet sich auch ein Unterschied
im Status der Axiome,der grundlegenden S&tze der Theorie,in beiden An-
sdtzen ab.Fir den Operationalisten sind die Axiome der Theorie rein
empirische Sdtze,die ausdriicken,wie sich die verschiedenen operational
definierten GroBen tatsachlich zueinander verhalten.Im koharentisti-
schen Ansatz dagegen konnen die Axiome auch definitorische (analyti-
sche) Elemente enthalten.

Bei Betrachtung der unterschiedlichen Bedeutungen von R sieht man
sofort,in welchem Sinn der operationalistische Ansatz einen Spezial-
fall des kohdrentistischen darstellt.Wenn man né&mlich die kohérentisti—
sche Funktion R(T) durch eine MeBmethode operational definieren kann,
erhdlt man eine Situation,die beiden Ansédtzen gerecht wird.Anders ge-
sagt: man kommt vom kohdrentistischen Ansatz durch eine Verschdrfung

-ndmlich die eben angedeutete- zum operationalistischen.Das Ver-
fahren in umgekehrter Richtung funktioniert nicht.Wenn bei einer
Theorie T die Funktion R(T) nicht operational definierbar ist,so kommt
man auf keine Weise durch Verschdrfung des operationalistischen Be~
ariffs von R(B) zu R(T).Der kohdrentistische Ansatz ist in diesem Sinn
echt allgemeiner als der operationalistische.Wir halten das Speziali-
~ sierungsverfahren in Form eiﬁqr Definition fest.
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D109 a) R(T) ist operational definiert gdw es eine reale MeBmethode
B fiir Fi gibt,sodaB R(B)=R(T)
b} T ist operational begrindet,wenn alle Funktionen R(T)

operational definiert sind

Dieses Verhdltnis zweier Sichtweisen von Thedrien trifft man auch in
der Mathematik an und zwar dort zwischen Intuitionismus bzw.Konstrukti-
vismus auf der einen Seite und platonischem Idealismus auf der anderen.
Das Verhdltnis zwischen Vertretern beider.Lager ist in der Mathematik
ziemlich entspannt.Man kennt die gegenseitigen Standpunkte und weiB
um ihre Vor- und Nachteile.Viele der Argumente,die in der Mathematik
ausgetauscht wurden,dtirften sich auch auf den Gegensatz zwischen
Operationalismus und Kohdrentismus in den empirischen Wissenschaften
libertragen lassen.Da der Operationalismus in diesem Buch nur als
"Kontrastmittel" diente,haben wir uns bei seiner Darstellung ziemlich
kurz gefaBt.Weitere Information muB sich der Leser aus der Literatur
beschaffen,z.B. [Bridgman,1927],[Dummett,1977] oder [Lorenzen,1968].
Wir méchten abschlieBend bemerken,dal die Forderung,R(T) solle
operational definiert sein (D109-a),auBerordentlich stark ist.Sie
leuchtet intuitiv nur dann ein,wenn R(T) eine Funktion ist.In diesem
Fall besagt sie intuitiv,daB sich fir alle Anwendungen x und alle in
diesen vorkommenden. Argumente a der Wert R?(a) durch ein und dieselbe
MeBmethode bestimmen 1dBt.Es scheint ziemlich klar,daB diese Bedingung
in der Regel nicht erfiallt sein wird. »



VII THEORETISCHE TERME

AbschlieBend wollen wir den entwickelten Begriffsapparat auf ein
spezielles metatheoretisches Problem anwenden,ndmlich auf die Defi-
nition “theoretischer Terme".Wir kdnnen in Weiterfithrung des Ansatzes
von [G&hde,1983] eine formale Definition von Theoretizitdt angeben und
damit fir konkrete Theorien beweisen,welche ihrer Terme theoretisch
sind.Diese Untersuchung ist von zentraler Bedeutung,wenn es darum geht,
den durch eine einzelne Theorie abgesteckten Rahmen zu erweitern und
ganze Theorien-Netze zu betrachten.Ein Kriterium danr,welche Terme
einer Theorie in dieser Theorie theoretisch sind,gibt ndmlich dem
Theorien-Netz die innere Struktur,an der man sieht,wie die verschieden-
en Theorien im Netz miteinander zusammenhdngen und aufeinander auf-
bauen.Diese innere Struktur 1&Bt sich definieren,wenn man weiB,wann

ein Term in einer Theorie T theoretisch ist.Man definiert dann: Theorie
T setzt die Theorie T” voraus,wenn es einen in T” theoretischen Term
gibt,der in T nicht-theoretisch ist.DaB diese Definition sinnvoll ist,
wird natirlich erst klar,wenn man die nun einzufilhrende Theoretizitdts-
definition verstanden hat.Letztere ist so abgefaBt,dal ein Term t in
einer Theorie T theoretisch ist genau dann,wenn er in einer genau fest-
gelegten Weise in T meBbar oder bestimmbar ist.Die obige Definition

von "Voraussetzen" bedeutet dann grob folgendes: T setzt T voraus,
wenn es in T einen Term t gibt,der in T nicht meBbar ist (T-nicht-
theoretisch),wohl aber in T° (der "vorausgesetzten" Theorie).

Das Beispiel der theoretischen Terme zeigt in eindrucksvoller
Weise,daB es auch in der Wissenschaftstheorie Fortschritte gibt.Bevor
wir uns den neuesten systematischen Begriffsbildungen zuwenden,sei
daher kurz und ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit die Vorgeschichte
skizziert.

Im Logischen Empirismus ging man aus von einer "nicht-theoretischen
Beobachtungssprache" ,deren Terme und Sdtze durch "unmittelbare" Er-
fahrung uUberprift werden konnten.Alle anderen Terme der Wissenschafts-
sprache waren "theoretisch"”.Man hatte also eine Unterscheidung
zwischen theoretischen und nicht-theoretischen Termen relativ zu
einer "Gesamtsprache",die den ganzen Bereich der normalen und wissen-
schaftlichen Sprache umfaBt.Man erkannte schnell,dafl die Anwendung
dieser Unterscheidung ziemlich willkirlich und vage bleiben mufite
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und ersetzte die Zweiteilung der Gesamtsprache durch einen geschich-
teten Aufbau,in dem,wieder ausgehend von einer neutralen Beobachtungs-
sprache,sukzessive "theoretische Terme" immer hdherer Stufen eingefiihrt
werden ([Hempel,1974]).Aber die Probleme verschwanden dadurch nicht.Die
Abgrenzung der nicht-theoretischen Sprache blieb vage und willkirlich.
Dariiberhinaus mehrten sich Stimmen und Argumente,dall es neutrale,nicht-
theoretische Beobachtungsterme iberhaupt nicht gebe: jeder Term sei
"theorienbeladen",d.h.seine Bedeutung sei durch theoretische Annahmen
wesentlich mitbestimmt. )

Folgerichtig begann man,die Unterscheidung von der "anderen Seite",
némlich von der Seite der Theorien her,zu betrachten.[Putnam,1962]
wies darauf hin,daB die friiheren Uberlegungen nichts zum Verstdndnis
der Rolle theoretischer Terme 'in den Theorien,aus denen sie stammen,
beitragen,daB diese Rolle aber fiir den Status theoretischer Terme ent-
scheidend sei. [Sneed,1971] schlug erstmals eine Unterscheidung zwi-
schen theoretischen und nicht-theoretischen Termen-"von der Theorie
her® vor.Er formulierte ein Kriterium fir “Theoretiéitét in einer ge-
gebenen Theorie'.Nach Sneeds Kriterium ist ein Term t einer Theorie T
grob gesprochen "theoretisch in T",wenn jede Messung (einer Reali-
sierung) dieses Terms voraussetzt,daB T bereits auf irgendein System
erfolgreich angewandt wurde.[Stegmiller,1973] prdazisierte "vorausset-
zen" durch "logisch folgen" und "x ist eine erfolgreiche Anwendung von
T" durch "es gibt ein Modell,dessen Restriktion x ist und x ist eine
intendierte Anwendung". Das Kriterium lautete nun wie folgt.t ist
T-theoretisch,wenn fiir jede Messung (einer Realisierung) von t aus
den Sdtzen,die die Messung in irgendeiner existierenden Darstellung
von T beschreiben,logisch die Existenz einer erfolgreichen Anwendung
von T folgt.Damit war die Frage nach theoretischen Termen auf eine be-
stimmte Theorie relativiert und die Willkir und Vagheit der urspring-
lichen Unterscheidung weitgehend eliminiert.Das zuletzt formulierte
Kriterium enthdlt noch zwei pragmatische Komponenten durch die Be-
zugnahme auf alle Messungen und MeBmethoden fir einen
Term t,sowie die "existierenden" Darstellungen einer Theorie.

Der nidchste Schritt in der Entwicklung bestand darin,das Reden iiber
Messung und MeBmethoden zu prdzisieren.In [Balzer & Moulines,1980]
wurde vorgeschlagen,den Begriff der Messung und MeBmethode mittels
MeBmodellen zu explizieren.Das obige Kriterium enthielt nun nur noch
eine einzige pragmatische Komponente,namlich in Form der existierenden
Darstellungen einer Theorie.

EKamlah,1976] und (Tuomela,1973] pPrédzisierten Theoretizitdtskri-
terien,die auch von einer gegebenen Theorie ausgehen,jedoch die in--



haltliche Bestimmung anders vornehmen.Nach Kamlah und Tuomela ist ein
Term t T-theoretisch,wenn es,grob gesprochen,ein MeBmodell fir t in
T gibt,welches zugleich ein Modell von T ist.Bringen wir die Formu-
lierungen von Sneed,Stegmiiller und Balzer & Moulines auf der einen
Seite auf die etwas vergroberte Form "Fir alle x: wenn x ein MefB-
modell fir t ist,dann ist x ein Modell",so 1dBt sich die Version von
Kamlah und Tuomela auf der anderen Seite,ebenfalls vergrdbert,analog
schreiben als "Es gibt x,sodaB x ein MeBmodell fir t in T und ein
Modell von T ist".Beide Versionen sind offenbar nicht dquivalent.Sie
enthalten aber einen gemeinsamen "Kern" in folgendem Sinn.Wenn nach d
ersten Version t nicht aus trivialen Grinden theoretisch ist,nédmlich
wenn der "Wenn-Satz" nicht immer falsch ist,dann gibt es ein Modell
von T,welches auch ein MeBmodell fir t ist (genau wie in der zweiten
Version gefordert).

U.Gdhde hat nun in einem entscheidenden Schritt ([Gdhde,1983],auch
[Gdhde,1981/82]1) ein neues Theoretizitdtskriterium formuliert,welches
auch die Bezugnahme auf existierende Darstellungen der Theorie ver-
meidet und somit rein formal anwendbar ist.Damit scheint die Entwick-
lung der Theoretizitdtsfrage zu einem ersten dauerhaften Resultat ge-
fihrt zu haben.Ausgehend von einer philosophisch motivierten,sehr
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er

vagen Unterscheidung hat sich in einer Folge von Diskussionen und Ver-

‘besserungsvorschldgen ein prdazises Theoretizitdtskriterium herausge-
schdlt,welches in der Wissenschaftstheorie einigen Bestand haben dirf
dirfte.

25) Eine neue Definition von Theoretizitdt

Wir geben nun eine formale Definition dafiir,daB ein Term T in einer
Theorie T theoretisch ist.Dabei gehen wir von Gahdes Ansatz aus,den
wir in einigen Punkten.modifizieren,vereinfachen und verbessern.

Die intuitive Idee ist ziemlich einfach.Term § ist T-theoretisch,
wenn er in T in genau angebbarer Weise bestimmt werden kann: ndmlich
durch eine "invariante" MeBmethode.Diese Intuition ist eng verwandt m
der der Logischen Empiristen,die ja anfangs glaubten,sie kdnnten theo
retische Terme durch Definition auf Beobachtungsterme zuriickfiihren.
Nur wird beil uns ein viel schwdcherer Begriff von "Definition",ndm-
lich Definition als Bestimmung mittels einer invarianten MeBmethode,
verwandt,sodaB wir z8gern,hier iUberhaupt von “Definition" zu reden.

te

it
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Zur Erklédrung des Begriffs einer invarianten MeBmethode betrachten wir
zunichst ein Beispiel,namlich das der StoBmechanik.Die MeBmodelle fiir
m durch ZentralstoB (D30) sind Modelle von KSM (D30-1),die noch weitere
~ Bedingungen erfillen.Die resultierende MeBmethode wird also durch Kon-
junktion des Fundamentalgesetzes der KSM (Impulserhaltungssatz) mit
weiteren Annahmen (D30-2 bis 5) charakterisiert.Wenn wir von Bedingung
D30-5 absehen,die nur der Festlegung der Einheit dient,dann sehen wir,
daB in den zusdtzlichen Annahmen D30-2 bis 4 nicht von m die Rede ist.
Es handelt sich um Annahmen {ber die Anzaﬁl der Partikel und iiber die
Form der Geschwindigkeitsfunktion v.Ein MeBmodell fir m entsteht also
dadurch,daB zusdtzlich zum Fundamentalgesetz noch weitere‘Bedingungén
an die von m verschiedenen Komponenten gestellt werden.Das heiBt,die
Eindeutigkeit von m im MeBmodell wird dadurch erreicht,daB man die
von m verschiedenen Komponenten des Modells weiter einschrankt.Wir
"sagen in solchen Fédllen,die MeBmethode sei invariant beziiglich des
Fundamentalgesetzes und m definiert.

Das Beispiel enthdlt alle Zige des allgemeinen Falls.Im allgemeinen
betrachten wir eine Theorie T=<M_,M,Q,I> mit potentiellen <k,l,t1,..,tm>-
Modellen und einen Term f::ﬁi (i<m) von T.Eine MeRmethode B b
(BS‘Mp) fir T nennen wir invariant beziiglich M und T (M-t-invariant),
wenn B durch eine Konjunktion der Axiome fir M (Fundamentalgesetz)
mit anderen Axiomen charakterisiert wird,in denen nicht von t die
Rede ist.

Diese Definition 1dBt sich auch modelltheoretisch fassen.Wir fihren
dazu den Begriff des Spielraums von T beziglich M in einem Modell x
ein:

SP(M,E,x):=ly/y=x_;[R}1 A yeM)
SP(M,t,x) ist also die Menge aller Strukturen y,die aus x durch Ab-
dnderung von R? entsteht (y=x_i[R{]),sodaB die abgednderte Struktur
y immer noch ein Modell ist.Man beachte,daB die letztere Erhaltung
der Modelleigenschaft nicht-trivial ist.Es gibt im allgemeinen Ab-
dnderungen von x in der i-ten Komponente,die keine Modelle mehr sind.
In der Prddikatenlogik erster Stufe 14Bt sich zeigen,daB die obige
syntaktische Bedingung (ndamlich daB die zusdtzlichen Axiome fir B
nur iber die von T verschiedenen Terme reden) mit einer Erhaltung des
Spielraums im folgenden Sinn dquivalent ist: fir alle xeB ist
SP(M,t,x)=SP(B,T,x).Das heiBt,der Spielraum von t in x beziglich M
dndert sich nicht,wenn man von M zur schdrfer charakterisierten Menge
B&M lbergeht (daher auch die Bezeichnung "invariante MeBmethode").
Fir den Rest dieses Kapitels sei wieder T=<M_,M,Q,I> eine empiri-
sche Theorie mit potentiellen <k,l,m> Modellen und i <m.
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D116¢ Fir x eM und B<_=Mp wird der Spielraum SP(B,Fi,x) von 'R'i in x
bezliglich B definiert durch
SP(B,R,,x)={y/y e BA y=x_i[R{]}

D111 Sei BSM . B heiBt M-i-invariant gdw ##BSM und fir alle x eB:
SP(M,Fi,x)=SP(B,Fi,x)

Wir wollen,weil diese Definitionen von zentraler Bedeutung sind,noch
eine dquivalente Version angeben.

D112 Fiir x,y M) gelte x =;y gdw x,y eM und x=y_;[R]
’H)f=u/ZeMsziU

i
b) Fiir alle B gilt: ##B&M ist M-i-invariant gdw gilt

Vx,y(x e BAX %YAYyeM =~ yeB) bzw. VXJ(XQB*(X“QB)
c) M ist M-i-invariant _

Beweis: a) und c¢) sind trivial. b) Seien x €B,y e M gegeben mit x =Y.
Nach D110 und D112 ist y eSP(M,Fi,x).Nach D111 folgt y eSP(B,ﬁi,x)
und hieraus mit D110: y e B.Umgekehrt sei x e B.Aus D110 erhdlt man
direkt SP(B,Fi,x)é;SP(M,Fi,x). Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion
sei y eSP(M,Ni,x),d.h.nach D110 y sM/\y=x_i[R{].Hieraus folgt zusammen
mit x eB,D112 und der Voraussetzung: y B und somit nach D110:
y eSP(B,Fi,x).Die zweite Formel ist offenbar mit der ersten dquivalent#

T64 a) =, ist eine Aquivalenzrelation auf M

Zur addquaten Formulierung miissen wir schlieBlich noch bei den betrach-
teten MeBmethoden unterscheiden,ob dort Skaleninvarianzen im Sinne von
D46'eine Rolle spielen.Es zeigt sich niamlich bei Behandlung konkreter
Beispiele,daB viele Theorien die Bestimmung ihrer "theoretischen" Ter-
me nur bis auf Skaleninvarianz gestatten (wie man auch an den Bei-
spielen im ndchsten Abschnitt sieht).Wirden wir in solchen Fdllen bei
der Theoretizitdtsdefinition nur globale MeBmethodeh im Sinne von

D28 beriicksichtigen,so wédren all jene Terme,bei denen Bestimmung nur
bis auf Skaleninvarianz erfolgt,T-nicht-theoretisch und es gdbe fast
keine theoretischen Terme mehr.Andererseits soll unsere Definition
aber auch Fdlle ohne Skaleninvarianz abdecken.Wir missen daher zwei
Fdlle unterscheiden,die wir in der folgenden Definition einer zuldssi-
dgden MeBmethode fiir Fi zusammenfassen.

D113 B M_ ist eine zuldssige MeBmethode fir Fi gdw entweder
1} jedes Element von Ni eine Funktion in einen Vektorraum ilber
einem geordneten Koérper K und B eine MeBmethode mit Skaleninvari-

anz fir Fi ist oder

2) Fi Elemente enthdlt,die keine Funktionen in einen Vektorraum

iber einem geordneten Kdrper sind und B eine globale MeBmethode
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fir Ri ist
Man beachte,daB im Fall 1) auch globale MeBmethoden,d.h.solche ohne
Skaleninvarianz,zuldssig sind,falls es solche gibt.Denn jede globale
MeBmethode ist,wie man aus T15-c¢ leicht folgert,auch eine MeBmethode

mit Skaleninvarianz.Die Definition theoretischer Terme lautet nun wie
folgt.

D114 Fi ist T-theoretisch gdw es eine zuldssige MeBmethode B fir Fi
gibt,die M-i-invariant ist. Fi ist T-nicht-theoretisch gdw Fi
nicht T-theoretisch ist

26) Beispiele

Die allgemeine Definition soll nun an drei Beispielen illustriert wer-
den. '

Beispiel 1 Klassische Partikelmechanik (KPM)

Bis zum SchluB dieses Beispiels stehe ”Mp" bzw. "M" fiir “MB(K?M)"

bzw. "Mn(KPM)".wir untersuchen zundchst die Spielrdume der Terme §,

m und ? (i <n),wobei stets die dquivalente Formulierung von D112 und
T64 verwandt wird.

Lemma 1 Sei xeM und yeM_.Dann gilt
X =,y gdw (y=x_1[sy]/\ dv,ace |R3Vper\VteT(Sy(p,t)=Sx(P,t)+V'€

+a))
Beweis: Aus x =,y folgt yeMay=x 1[5 ] und hieraus P =P , .=fy fur
i <n und damit VpePXVteT( m (p) > sx(p t)= 2 £% ((pit)= z f-y(p t)=

ign i<n
my(p)-§}(p,t)).Hieraus erhdlt man V’p,t(é;(p,t)- y(p,t)) und durch
zweifache Integration die Behauptung.Umgekehrt folgt aus der rechten
Seite P =P Am =m /\f?:f{ flir i <n und durch zweifaches Differenzieren

VperVteT(syw U=s(th.B MIM:VpePthsT(mym)wyw,U=

me(p)+$,(p,t)= = FX(p,t)=

b f{(p,t)),also m es =
i<n i<n

y ‘
y'Sy fi ,d.h. yeM #

b
i<n
Lemma 2 Sei xeM und y eMp Dann gilt «x = ¥ gdw

y=x_pIm 1A YpeP (FteT($(p.t)40Am (p)=n (p)) v VteT(s, (P, t)=0)

Beweis: Aus X =5y folgt y eM;«y X 2[m 1 und hieraus P -Py,sx-sy
f)i(zf)i' fir i <n und,fir ue {x,y}: VpePV¥VteT(m u(L))"S'U(D,'C)= f

Y(p, ).

z
i<n
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Sei pe Px=Py.Ist Vite T( é‘x(p,t)=0),so gilt die rechte Seite der Be-
hauptung.Gibt es te T mit é'x(p,t);éo,so folgt § (p.,t)#0 und aus obigen

Identitaten (1) m (p)=(1/]%,(p,t)])- 0 [=(1/15,(p. 1))

i<n
| = fy (p,t) |_m (p).Nun gelte zur Umkehrung die rechte Seite der Aqui-
i<n :
valenz.Dann ist P =P 1Sx=Sy und f).(=f).' fir ign.Sei peP,. 1.Fall:

VteT(s (p,t)=0). Es folgt Vte T(S (p t)=0) und Vte T(

II/\ ™

i n
y(p)-sy(p t)=0

f){(p,t)),d.h. yeM und x =5y, Im 2.Fall erhdlt man wie in (1)
n

mx(p)=my(p) und damit x =,y #
Lemma 3 Sei xeM und y»sMp und 2<izgn+2. Dann gilt

f;((p,t)=mx(p)-é'x(p,t)=0) und damit YteT(m

z
<n
L
L

X o5y gdw x=y
Beweis: Aus x =y folgt (yeMAy=x_ [fy 2]) (Man beachte,daB wegen
der Numerierung der f. gilt: f)i(-2‘ Rl,sodaB an der i-ten Stelle in x
die Funktion f 2 steht ) Man erhdlt P —PyI\S =S Amx=myA VJ'(2<jz<=

y .
n+2/\J;€1 - f’J 2-f 2) Mit x,y eM folgt hieraus f’i( 2(p t)=m (p)-sx(p,t)

->:f (p,t)=m
jA I -2

Das heiBRt aber,daB x=y.Die Umkehrung ist trivial #

y _ey y
)’(p)_ (p, t)'JZZ fJ o(p,t)=fy_»(p,t) ,also f _p=fl 5.

Die Anwendung von D114 auf KPM liefert nun folgendes Ergebnis.

T65 In KPM ist § nicht-theoretisch,wéhrend @ und dlle F,o (ign)
theoretisch sind ‘ )

Beweis: a) 5 ist KPM-nicht-theoretisch.Sei B&€M M-1-invariant.Dann

gilt (1) ¥x(xeB-(x x){€B).Annahme: B ist eine zuldssige MeBmethode

fir 5.Da s eine Funktion in ,'R3 ist,missen wir Skaleninvarianzen be-

riicksichtigen.Betrachten wir zuerst den Fall der 51-Invarianz.Aus

D113 folgt (2) VxVs,s ( X_1[S] eB/\x_1[s'] eB.~Ja e IR+Vp ePVYteT

(s(p,t)=a-s"(p,t)). Nach D111 ist B#g.Mit ve |R3 ist dann nach (1) und

Lemma 1 auch x 1[s*]eB wobei s* definiert ist durch s*(p,t)= (p,t)

+vt. Aus x eB und x_,[s*1eB folgt nach (2) Jace |R+VpePVteT

(sx(p,t)=a-sx(p,t)+vt)),was bei geeigneter Wahl von v unmdglich ist.
Die Annahme ist also falsch und B keine zuldssige MeBmethode fiir S.
Den Fall der EZ—Invarianz behandelt man genauso.#

b) f ist KPM-theoretisch. Sei B:={x/xeMa ¥YpeP JteT(s,(p,t)#0)}

Fiir x e B und y ¢ (x)2 folgt aus Lemma 2 und nach Voraussetzung mx-my/\
y= x_z[my] d.h. y=x. Also ist (x)2_{x}CB und damit wegen-B&M B
M-2-invariant.Seien nun x,m,m” gegeben,sodaB x_,ImleB und x_,Im"] e B.
Sei p eP .Nach Definition von B gibt es teT mit §'x(p,t)#0.Es folgt
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m(p)=(1/l§'x(='p,t)|)-t b f?(p,t)]:m’(p),also m=m*. Daher ist B eine
i<n '

zuldssige MeBmethode fir m.
c) fir 2<ign+2 ist 'f' -7 KPM-theoretisch. Sei B:=M. Nach T64-c ist
B M~ 1-1nvar1ant und nach Lemma 3 ist B eine zulédssige MeBmethode fiir

Fiot

Die in D114 formulierte Definition von Theoretizitdt fihrt also im
Fall von KPM genau zu der erwarteten Unterscheidung von theoretischen
und nicht-theoretischen Termen. ’

Beispiel 2: Tauschwirtschaft (0KO)
Wir untersuchen zundchst wieder die Spielrdume der verschiedenen Terme
in Modellen.Bis zum Ende dieses Beispiels stehe stets "M _ " bzw."M"
fir "Mp(OKO)" bzw. "M(0KO)".Wir schreiben U(i,q) fir U(i,q(i,1),
q(i,n)).
Lemma 4 Fir xeM und yeMp gilt x =,y gdw y=x_2[q;]/\VieJ(
2 op,(3)ad(ii)= = p (3)ad(i,i)) A TW €Z,)
jzn X jgn y y y y

. _ a _ _ e_ e
Beweis: Aus x =,y folgt ysMay-x‘Z[qy],d.h. Zx—Zy,Dx--Dy.qx—qy und

hieraus Yied( = p (1)qd(i,i)= = p (i)aS(i,j)= = p (Jlac(i,i)=
j;ny y j;ny y jinx X

z px(j)qi(i,j). Umgekehrt folgt aus der rechten Seite,weil xe M:

I opy(d)ag(ii)= I p (i)ag(ii)= = p (i)aj(i,i)= = p (flag(i.i),

jgn y y jgn y jgn jgn

d.h. wegen q?:qxez -zy: q; < TH,. Weiter ist Twygzy.’ Nun sei qe THW

v
Py(3ali,j)= = p (jlali,j)= '
Jgn

£ p,(i)ad(i,i)=
jgn ¥

i quwx. In xeM gilt dann U (i,q) SU,(i,q5),

Wegen xe M folgt

:,.IIAM

J
L op,(§)ag(i,g),d.
jgn

d.h. nach Voraussetzung Uy(i,q)su (i,qe),also insgesamt yeM #

Lemma 5 Fir xeM und ysMp gilt x =3y gdw y=x 3[U ]AVq (qge TW
Vied( U (i,q)gu, (i, qy))))
Beweis: Aus x =3y folgt yeMAy X _ [Uy] .Aus yeM erhdlt man
VCI(quNy-' YieJ( Uy(i,q);u (i, q ))). Zur Umkehrung gelte die
rechte Seite.Man hat (nach Voraussetzung und weil xe M):
N 8 - - P N
T op,(idgolii)= = p (Jla(i,j)= = p,(j)g,(i,i)= z p (i)a,(i,]j),
jgn ¥ Y jgn XX jgn XX jga Y Y
e__e 5 . e . . _ _ . _
d.h.wegen qy_qxe Zx‘Zy‘ qycTwy.Welter ist Twy_wagzx-Zy.Dle Nu1.:zen
maximierung wird gerade durch die rechte Seite ausgedrickt.Also ins-
gesamt yeM #

y
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Lemma 6 ' Fir xeM gibt es U:J;(x R" <R -,sodaB
1) x_3[U]eM und 2) es gibt keine ae ]R+,Be |R;,sodar5 fir alle
‘ ieJX und alle q: Ux(i,q)=u-U(i,q)+B
Beweis: Man wdhlt U so,daB U auf TNX mit Ux tibereinstimmt,aber auBer-
halb von wa Bedingung 2 des Lemmas erfullt. #

Lemmia 6 besagt intuitiv,daB der Spielraum (x)3 von U in x nicht durch
Skalentransformation von Ux ausgeschdpft wird.

166 In 0KO sind 7, §3,U nicht-theoretisch und $,3° theoretisch
Beweis: a) 7 ist OKO-nicht-theoretisch.Da die Elemente von 7 keine
vektorwertigen Funktionen sind,ist der zweite Teil von D113 einschld-
gig.Sei B M-1-invariant und x ¢ B.Nach D17a ist sz{q/qzdxx |Nn" IRS}.
Sei q*:J, x iNn*le so,daB q*J;ZX. Wir setzen Z*:=Z u{q*} und x*:=
x_1[Z*].Dann ist ng Z*.0ffenbar ist TNX=TNX* und man zeigt leicht,daB
x*eM.Da B M«1-invariant ist,folgt x* e B.Aber Zx*=Z*£ZX,also ist B
keine globale MeBmethode fir Z.

b) G2 ist 6KO-nicht-theoretisch.Sei B M-2-invariant.Da g reellwer-
tige Funktionen enthdlt,missen wir Skdaleninvarianzen beriicksichtigen.
Wir betrachten dabei den -0konomisch sinnvolleren- Fall der =,-
Invarianz fir die Funktion qi:J* IRn,. qi(i):=<qa(i,1),...,qa(i,n)>.
Falls es keine M-2-invariante zuldssige MeBmethode mit EZ-Skalenin-
.varianz fir di gibt,dann auch keine fir c']a. Sei x e B.Nach D17-a-3
gibt es r1;4r2 edJ, und j,,j,<n,sodaB qf‘((r1 ,j1) >0 und ‘qi(rg,jz) > 0.
0.8.d.A.sei j1=1,j2=2.Wir setzen pj:=px(j) fur j;'n,Bij:=qx(r~.,j)

-fur Jo={ry, . rpb,igmound j<n. Seien fir igm,j<n e [Ry so ge-
wdhlt,daB gilt

(1) Py qq*PaY 2P By +Pp By

'YiJ‘

(2) Py ¥P Y0P B +P By,

3y Turl*BaBag)Baqvay  vqp(T484p-B00) B1av2p

Byq(Byq-Boy) Byp(Byp-Bpp)
(4) fir i>2,j>2: Yijzsij' _
Wir definieren q*(i,j)::xij fir i<m,j<n und x*:=x_2[q*].wegen (1),
(2) und (4) gilt g*« TW, und daher TW,=TW ,.Es folgt TW ,GZ, =7 .
und qi*zqie TwX=TwX*.F(jr qe T_wx* gilt wegen Ux=Ux* und qi:qi*:
UX*(i,q)=<_Ux*(i,q§*).1nsgesamt ist also x*e M.Nach Kanstruktion gilt
X =2x* und daher,weil x*e M und xe B nach Voraussetzung und T64: x*e B.

Nach Konstruktion von q* gibt es wegen (3) aber kein ece {R+ und be |R",
sodaB fir alle i<m und jgn: qi(ri,j)=u-q1(ri,j)+b.Also sind
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qi und q: nicht =2-aquiva1ent und damit B keine SKIZ-MeBmethode

fur G3.Hieraus folgt,daB B auch keine SKI,-MeBmethode fir §° ist.

c) U ist 6KO~nicht-theoretisch.Sei B M-3-invariant.Annahme: B ist eine
© zuldssige MeBmethode fir U mit =2-Skaleninvarianz.Es folgt (5)
YxYU,U"( x_3[UTleBax_ 4[U"1eB ~ JaeR" Foe R Vied Va

(U(i,q)=a-U"(i,q)+B)). Aus BEGM folgt x_3[U] e M und damit nach Lemma 6

die Existenz eines U’ mit x_3[U'] =3x_3[U] und (6) 13 a ¢ R+'38 € R;

(U=a-U"+B).Aus x_5lU"] =5x_,[U] und der M-3-Invarianz von B folgt aber

x_3[U’] e B und hieraus ergibt sich nach (5) ein Widerspruch zu (6).Die

~ Annahme ist also falsch. ,

d) ﬁe ist 0KO-theoretisch.Sei B:={xe M/ Vi eJx(Ui ist streng konvex)},

w?bei Uj: R™ - R definiert ist durch Uj(aysonso )=U(i,0, 0,0 ) Es gilt

B ist M-4-invariant.Denn sei xeBaAy zax.Es folgt y sM,Ux=Uy und somit
yeB.Wir zeigen: B ist eine zuldssige MeBmethode fir de. Sei x eMp

und x_4[qe] eB Ax_4[q?] e B. Fir streng konvexes Ui gilt: Ui hat auf

wa ein eindeutig bestimmtes echtes Maximum,etwa bei qo.Aus BeM folgt
damit qe=q°=q?.‘B ist also eine globale MeBmethode fir de und damit
insbesondere eine SKIJ—MeBmethode fir G (j=1,2).

e) p ist OKO-theoretisch. Sei B:={XeM/31eJij;n(qi(i,j)>0)}.

Es gilt (7) B ist M-5-invariant. Denn aus xeB und y g X folgt yeM,
qe=q§ und damit yeB. (8) B ist eine zuldssige MeBmethode fir p mit ’
=,-Skaleninvarianz. Sei x eMp und x_glpleBax_gIp”]eB.Nach Definition

von B.folgt fir ein i ed : x_c[pleMax_gIp°leMAqi(i ,j)>0 fir

jgn.Nach T2) aus [Balzer,1982al1,5.29,¢gilt fur alle j,kg<n: p(j)/p(k)
=DjUx(io’qi)/DkUX(iosQ§)=D'(j)/p’(k).Hieraus folgt (mit a::p(1)/p’(1));
p(j):a-p’(j) fur‘ j=1,...’n’d.h. p51p, #

Damit liegt in OKO die Unterscheidung zwischen theoretischen und nicht-
theoretischen Termen so vor,wie sie von Okonomen auch gesehen wird.Die
Behandlung von U als 0KO-theoretisch in [Balzer,1982al] erscheint. uns
im Lichte des hier benutzten Kriteriums nicht mehr zutreffend.Ein
wichtiger Grund,der fir die fehlerhafte Behandlung ausschlaggebend
gewesen sein dirfte,besteht darin,daB in [Balzer 1982al] noch keine
Invarianzen beriicksichtigt wurden.

Intuitiv gesprochen erweist sich der Formalismus von 0KO als In-
strument,bei gegebenen Nutzenfunktionen und Anfangsverteilungen
wechselseitig Gleichgewichtsverteilung und Gleichgewichtspreise aus-
einander zu bestimmen.Umgekehrt liefert Information iiber Gleichge-
wichtsverteilung und Preise keine Méglichkeit zur Bestimmung von U
oder qa.Dies ist auch genau die von Okonomen geduBerte Auffassung.
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Beispiel 3 Klassische StoBmechanik (KSM)
Als letztes Beispiel wollen wir die KSM untersuchen,deren potentielle
Modelle und Modelle in D29 definiert wurden.In diesem Beispiel stehe

~wieder stets "M" und "Mp" fir "M(KSM)" und "Mp(KSM)”.

T67 In KSM ist v KSM-nicht-theoretisch und m KSM-theoretisch
Beweis: a) v ist KSM-picht-theoretisch. Sei a&:503¢jJLeine orthogo-
nale,reelle 3 x3 Matrix mit detot=1,und x=<P;{0,1}, [R;v,m>e M.Dann

gilt 2 m(p)(Ov(p,0))= Oz m(p)v(p,0)= O Z m(p)vip,1)= Z m(p)
peP peP peP peP

(Gtv(p,1)),also x_1[a.v]e M.Sei B M-1-invariant und x e B.Nach dem
gerade Bewiesenen ist x =,x_,[ @&y ] fir alle Ole SO5.Aus der M-1-In-
varianz folgt also x_1[vlvxle B. Fir geeignetes Q sind aber x und
x;1[awx] nicht skalendquivalent,also ist B keine zuldssige MeBmethode
fir v.

b) m ist KSM-theoretisch.Sei B die Klasse aller MeBmodelle fiir m durch
ZentralstoB (vergl.D30).Es gilt (1) B ist M-2-invariant.Denn sei xe B
und x_,[m"J=,x. Nach T7 folgt m”=m ,also x_,Iml=xeB. Nach T7 ist B
eine globale MeBmethode fir m und damit insbesondere eine zuldssige
MeBmethode fir m #

Wir bemerken abschlieBend,daB es der StoBmechanik dhnliche Beispiele
gibt,in denen das Kriterium in der vorliegenden Form nicht zum ge-
winschten Resultat fiihrt.Konkret wire etwa das ideale Gasgesetz
(PeVv=k+T; wobei P="Druck",V="Volumen",T="Temperatur" und k eine Kon-
stante ist) zu nennen.D114 fihrt hier zum Ergebnis,daB alle drei Terme
P,V,T theoretisch sind.Fordert man zusdtzlich zu D114 die simultane
Nicht-Definierbarkeit der theoretischen Terme,so sind P und V theo-
retisch und T ist nicht-theoretisch.Keine dieser Méglichkeiten repro-
duziert die intuitive Vorstellung,nach der T theoretisch und P,V
nicht-theoretisch sein sollten.Man kdnnte sagen,daB hier keine empi-
rische Theorie vorliegt,weil T durch P und V explizit definiert ist.
Selbst wenn das richtig wdre (wogegen die Verschiedenheit der Kon-
stanten k bei verschiedenen Gasen spricht) erscheint ein solch norma-
tiver AusschluB unbefriedigend. .

Man sieht bei ndherer Betrachtung des Falles,dal die einzige Moég-
lichkeit,zu der intuitiv erwarteten Unterscheidung zu gelangen,darin
besteht,den Begriff der MeBmethode stdrker einzuschrdnken.Eine solche
Einschrédnkung wirde aber viele der bisher betrachteten MeBmethoden
ausschlieBen,sodaB® man die Einschrdnkung nicht in den allgemeinen
Begriff der MeBmethode aufnehmen kann.

Immerhin zeichnet sich die Mdglichkeit ab,verschiedene "Versionen"
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von Theoretizitdtskriterien aus einer einzigen "logischen Form",ndmlich
der von D114 zu gewinnen,wobei jede Version durch einen bestimmten

Typ "zuldssiger" MeBmethoden definiert ist.Die Untérscheidung zwischen
theoretischen und nicht theoretischen Termen wdre dann in einer
Hinsicht (der logischen Form des Kriteriums) "absolut" (d.h.auf alle
Theorien anwendbar,in anderer Hinsicht (dem Typ der zuldssigen MeB-
methoden) dagegen in flextbler Weise auf den Einzelfall bezogen.0Ob
diese Spekulation eine reale Grundlage besitzt,wird sich erst zeigen,
wenn man weitere Beispiele analysiert hat.
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