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Jackknife und Bootstrap:
Resampling-Verfahren zur Genauigkeitsschatzung
von Parameterschatzungen

Ginter Rothe

1.Vorbemerkungen

In den letzten zehn Jahren hat die "Mathematisierung” der empirischen 5So-
zialwissenschaften 1in erheblichem MaBe zugenommen: Nachdem seit ldngerem
Strukturen nicht nur verbal beschrieben, sondern auch in geeigneten mathema-
tischen Modellen formalisiert werden, hat die Entwicklung auf dem Computer-
sektor es nun ermdglicht gemacht, Schatzverfahren fiir die in abstrakten Mo-
delten auftretenden unbekannten Parameter nicht nur theoretisch zu untersu-
chen, sondern auch explizit zu berechnen. Man denke nur an die Jterations-
verfahren zur Losung von Maximum-Likelihood-Gleichungen, deren Rechenaufwand
friher die technischen Moglichkeiten der Anwender oft iiberschritt.

Die Komplexitdt der zugrundeliegenden Modelle jedoch bewirkt, daB die durch
derartige Verfahren gewonnenen Schatzwerte hinsichtlich 1hrer Qualitét hdu-
fig gar nicht hinterfragt werden; z.B. ist weder die Existenz einer Maximum-
Likelihood-Ldsung stets gesichert, noch steht fest, ob der vom Computer ge-
fundene Schdtzer tatsdchlich die einzige oder Gberhaupt eine LBsung des
Gleichungssystems darstellt - hier spielen neben der Eindeutigkeit der LO-
sung auch die Eindeutigkeit der Schitzung etwa in Abhlingigkeit vom Startwert
der Iteration eine wesentliche Rolle. Selbst wenn Jedoch die wvom Rechner
produzierte Schitzung “die richtige" 1st, wird kaum Wert gelegt auf eine
Quantifizierung der Genauigkeit der Schiitzung: Ein ML-Schitzer st in der
Regel verzerrt und das AusmaB der Verzerrung im Einzelfall nicht abzuschiit-
zen. Auch die Angabe von Konfidenzbereichen kann nicht explizit wsrfolgen:
Entweder man verzichtet auf sie oder man benutzt Aussagen fber die Asympto-
tik des Yerfahrens. Dabei wird oft nicht beriicksichtigt, das der wervendete
Stichprobenumfang im Verhiltnis zur Zahl der unbekannten Parameter eine der-
artige Ubertragung auf eine finite Situation ggof. gar nicht erlaubt. Asym-
ptotischen Verfahren nutzen 4n der Regel Aussagen liber die asymptotische



Normalitdt des verwendeten Schatzers. Hierbei ist aber oft noch die asympto-
tische (bzw. ersatzweise die exakte) Varianz der Schatzers aus den Daten zu

schatzen; derartige Schdtzer l1iegen in vielen Fallen jedoch ebenfalls nicht
vor.

In den letzten Jahren sind in der mathematischen Statistik Konzepte ent-
wickelt worden, die 1n dieser Hinsicht eine Yerbesserung versprechen und
dabei ebenfalls intensiv die Moglichkeiten des Rechners nutzen: Resampling-
Verfahren wie Bootstrap und Jackknife wecken die Hoffnung, daB mit {hnen
zumindest eine deutliche Erhdhung der Aussagequalitdt erreicht werden kann:
Ihre Begrinder preisen sie als Verfahren, mit denen sich die Verzerrungen
von Schitzern korrigieren, die mittleren quadratischen Fehler der Schitzer
abschdtzen und sich Konfidenzbereiche sowie statistische Tests konstruieren
lassen, die den "klassischen", auf der Asymptotik beruhenden Verfahren deut-
14ch iiberiegen sind und Modelliiberpriifungen erlauben. In der Tat stimmen die
ersten mathematisch-statistischen Arbeiten auf diesem Gebiet ausgesprochen
optimistisch. Sie zeigen jedoch auch, dad in sehr vielen Einzelfdllen Pro-
bleme auftauchen konnen, sodaB bel jeder Anwendung der Verfahren 4n einem
neuen Bereich erneut Yorsicht angebracht ist.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Resampling-Prozeduren “"Jack-
knife* und "Bootstrap™ zu beschreiben und zu erléutern, in welcher Weise sie
zur Bestimmung von Verzerrungskorrekturen und Varfanzschitzern sowie zur
Konstruktion von Konfidenzbereichen herangezogen werden kbnnen. Die konkrete
Durchfiihrung der Verfahren wird anhand eines Betspiels erllutert, das in der
Arbeit wiederholt aufgegriffen wird und das bewuBt mbglichst elementar ge-
halten 1st, um den Leser bel der Einarbeitung auf diesem Gebiet nicht unnb-
tig zu verwirren. In Kapitel 2 wird zunichst das Jackknife-Verfahren be-
schrieben, Kap.3 befaBt sich mit der Bootstrap-Prozedur. In Kap. 4 werden
dann die verschiedenen Verfahren zur Konstruktion von Konfidenzintervallen
vorgestellt. Das bis dahin bereits wmehrfach angesprochene Beispiel {st
SchifeBlich fin Kap. 5 Grundlage fir einige kleine Simulationsstudien, die
dem Leser einen ersten Einblick in die unterschiedliche Wirkungsweise der
verschiedenen Verfahren vermitteln sollen.

™



2.Das Jackknife-Yerfahren
2.1.Biaskorrektur

Das Jackknife-Verfahren wurde erstmalig in einer Arbeit von Quenoille (1949)
vorgeschlagen (vgl. auch Quenoille (1956)). Es wurde vorgestellt als ein
Ansatz zur Korrektur der Verzerrung von Schitzungen. Wir werden diese Uber-
Yegungen in diesem Abschnitt skizzieren und dabei immer von folgender Daten-
situation ausgehen:

Modell: Es sefen xl.....xn unabhingige, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen, die eine Verteilung mit einer unbekannten Verteilungsfunktion F besit-
zen. Es sollen nun verschiedene Parameter dieser Verteilung geschitzt wer-
den, die sich als Funktion von F beschreiben lassen, d.h. Parameter der Form
0=0{F). Modgliche Beispiele hierfir wiren spezielle Quantile oder Fraktile
von F - 2.B. der Median - oder Momente von F, also etwa der Erwartungwert
von xl (das erste Moment von F) oder die Varianz von Xz (das zweite zentrale
Moment von F).

Ferner werden wir uns wiederholt speziell mit folgendem Schdtzproblem befas-
sen:

Beispiel: Wir nehmen zundchst an, daB die ZufallsgrbBen gewis-
se endliche Momente besitzen:

E(|x13|) C= fir j=1,2,3 und 4.

Damit existieren automatisch {hr Erwartungswert und %hre Va-
rianz:

E(X,) = 1 5 my = 6°(X,) = Vorg(X,) = [(x-)? €F(x) <=

Die 6Gribsen y ﬁnd B, lassen sich nun "klassisch® durch das em-
pirische Mittel und die empirische Varianz der beocbachteten
Daten xl.....xn schitzen: )

~

Be X, = Tigyge ¥y und



~ 2 -1, = yB
m, = S® = n zi (X1 -X,)

In dieser einfachen Situation rechnet man sofort nach, daB
zZwar

EF(F) = M,
dagegen jedoch
EF(mz) = m,e (n-1)/n

gilt, d.h. der Varianzschatzer nicht mehr erwartungstreu {ist.

Beide beschriebenen Schatzer sind von der Form 8 = B(F ), wobei d1e empi-
rische Verteilungsfunktion der Daten ist. Die Abweichung des Erwartungswer-
tes eines Schatzers von dem Parameter, den er schidtzen soll (also die Grige
E(an- 8) ), wird als Verzerrung bzw. als BIAS des Schdtzers bezeichnet. Wenn
sich im obigen Beispiel die Verzerrung auch leicht korrigieren 1&8t (indem
man den Schatzer mit n/(n-1) multipliztert), so sind (unkorrigierbare) Ab-
weichungen dieser Art jedoch bei Schatzern der Form 8(?0) grundsitziich an
der Tagesordnung.

Khnlich sieht es bel anderen Schitzverfahren aus: Nimmt man als Verteilung
der X1 eine Nonmalverteilung mit unbekanntem Mittelwert und unbekannter Va-
rianz an, so sind p und m2 die Maximum-Likel{hood-Schitzer; das Problem 1{st
dabefi von ganz allgemeiner Natur: Maximum-Likelihood-Schitzer sind ebenfalls
ifn der Regel verzerrt.

Es stellt sich dabei nun heraus, daB in den meisten Fillen (speziell beim
Maximum-Likelihood-Schitzer, aber nicht nur dort) die Verzerrung von der
Ordnung 1/n 1st, d.h.

E(an) -0 +c¢c(8)/n Dbzw. N

Wm . neE(R - 8) = c(6),



wobei ¢(B)} eine unbekannte GroBe ist. Das Jackknife-Yerfahren, so wie es
1949 vorgeschlagen wurde, 1st nun efin Verfahren, das “automatisch™ zur VYer-
zerrungskorrektur angewandt werden kann, sobald eine Situation vorliegt, wie

sie bisher beschrieben wurde. Die Idee des Konzepts 148t sich folgendermaBen
einsehen:

Entfernen wir aus xl.....xn eine der Beobachtungen - sagen wir, die i-te -,
so konnen wir eine Schitzung von @ nach dem gleichen Verfahren unter Yerwen-
dung von xl.....xi 1.X1+1,...,xn auf der Basis von n-1 Beobachtungen
durchfilhren. Der auf diese Weise gewonnene Schitzer en 1\4 fir 8 hat nun die

Verzerrung der GréBenordnung c(8)/(n-1). Damit giit fir die sogenannten
“Pseudo-Werte"

”~ (1) . .A _ N 'A
an =N Bn (n-1}) an-l\i

die Beziehung
@,(V ) -nesc-(nne-cao;

der "Jackknife-Schatzer”

.y 3 .

. (1)
O = ; Lisisn &

besitzt somit die Eigenschaften

PR 5 J
E(6,) =6 und Tim __. _ neE(6 "-6) =0,

die Verzerrung der Ordnung 1/n ist also verschwunden.

8e1sp1el (Fortsetzung): Fihrt man die Jackknife-Prozedur fir
“n durch, so zéigt sich schnell, daa hierdurch der Schitzer
nicht verlindert wird, d.h. es gilt "n = "n Beim Schiitzer fir

-

die Varfanz ergibt sich automatisch Ih -—I 'b d.h. es
ergibt sich die richtige "Bias-Korrektur®.



Das vorgestellte Konzept zur Verzerrungskorrektur 1d8t sich erweitern. 1In
der Tat 1ast sich die Verzerrung meist in der Form

b,(8) = E(B - 8 )
O NOW ol

darstellen. Modifikationen bel der Konstruktion komplexerer ®“Pseudowerte”
erlauben dann auch eine Elimination von Verzerrungskomponenten hbtherer Ord-
nung (vgl. Schucany, Gray und Owen, 1971).

2.2.Varianzschatzung

Wir kehren nun wieder zu den "Pseudowerten" zuriick, die im vorigen Abschnitt
definiert wurden. Durch eine kurze Notiz von Tukey (1958) wurde fiir das
Jackknife-Konzept eine vé11ig neue Richtung eroffnet. Diese Notfz {st eine
Kurzfassung eines Vortrages; sie enthdalt vier Thesen, die sich fir die For-
schung auf diesem Gebiet als auBerordentlich richtungsweisend herausstell-
ten. Tukey bliedb Jedoch eine mathematische Rechtfertigung seiner Thesen
schuldig. Der Versuch anderer Autoren, festzustellen, was Tukey wirklich
gemeint haben konnte (d.h. unter welchen Modellannahmen man den Tukeyschen
Vorschlag wirklich iibernehmen kann), dauert auch heute,30 Jahre nach dfieser
Notiz, noch an. Im vorliegenden Abschnitt zitieren wir kurz Tukeys Behaup-
tungen und fiigen jeweils einige kurze Anmerkungen hierzu an.

(1) Man behandle die Pseudowerte wie unabhingige, identisch verteilte Zu-
fallsgrosen! Insbesondere ist dann

1
2 s (1 s (J) 2
Syt 71 * Iigagn (0000 = 8,1

ein vernunftiger Schitzer fir Var(an(‘)) bzw. ;(Ji. S(Jf / n ein Schit-
zer fir var (on(J)).

Dies 1st sicherlich der "hérteste Brocken®. Es kann an dieser Stelle fiir
diese ®"Idee" nur eine (naturlich von mathematischen Standpunkt her absolut



unakzeptable) Plausibilitatserklarung herhalten: Schaut man sich die Defini-
tion des 1i-ten Pseudowertes an, so konnte man ihn beschreiben als den Teil
des Schatzers Sn. der diejenigen lnformationen enthdlt, die man nicht be-
reits aus der Schatzung durch B ., gewonnen hatte - also unter Verzicht
auf die 1-te Beobachtung. Damit wdre aber Bn(i) eine vorwiegend nur von x1,
nicht aber den anderen Beobachtungen abhangige GrioBe. Dies 148t einen “"hohen
Grad an Unabhidngigkeit® zwischen den Pseudowerten vermuten (wobei Unabhan-
gigkeit ja eigentiich keine skalierte GroBe 1st: "Ein biBchen unabhingig"
geht genausowenig wie "ein biBchen schwanger®). DaB sie zusditzlich identisch
verteilt sind, 1st dagegen unproblematisch - aufgrund der synmn;rischen De-
finition der Pseudowerte und der indentischen Verteilungen der xi.

(2) Der Jackknife-Schitzer hat fast die gleiche Varianz wie der urspringli-
che Schatzer. Damit {st o(Jf auch automatisch ein geeigneter Schatzer

fiir die VYartianz von Bn selbst.

Fihrt man die Plausibilitdtsiiberlegung zur letzten "These®" konsequent fort,
so {ist Gn(J) tatsichlich nicht anderes als die "Wieder-Zusammenfiihrung" der
*Teti-Informatfonen 8 (1), 1$45n. Tukeys Benauptung "lebt und stirbt* aber
natiirlich mit der Giiltigkeit von These 1. In der Tat 1dB8t sich feststellen,
daB in vielen Fdllen der Jackknife-Schitzer die Varianz von Sn eher uber-
schitzt (vgl. Efron und Stein (1981), Efron (1982)); so etwa auch in unserem
Beispiel - wir werden dies in einem spiteren Abschnitt noch sehen.

(3) Verwende - bei vorgegeben a>0 - als zweiseitiges Konfidenzintervall fiir
6 das Intervall

Ig= 08" - tasz,n-1° % & ¢ ta/2,n-1° % 1.

ta/2.n-1 15t hierbei das a/2-Fraktil der t-Yerteflung wmit (n-1) Frei-

heitsgraden. ’
ﬁiren die Pseudowerte unabhing1g und fdentisch normalverteilt, hEtte das
Intervall 14n der Tat genau das Niveau a. ynter Bariicksichtigung der Thesen
(1) und (2) st dann - aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes - In nmindest
als asymptotisches Konfidenzintervall zu rechtfertigen. Dann allerdings be-
steht kein Grund, warum unbedingt ein t-Fraktil und nicht das (durch die



Asymptotik vorgegebene) Fraktil der Standardnormalverteilung Verwendung fin-
den sollte. Allerdings macht das t-Fraktil das Intervall etwas groSer und
die Konstruktion des Konfidenzintervalls wird auf diese Weise "konservati-
ver®.

(4) Das hier beschriebene Verfahren zur Schatzung der Varianz eines Schdt-
zers und zur Konstruktion von Konfidenzbereichen 1st universell einsetz-
bar, 1nsbesondere auch dann, wenn komplexe Modellparameter zu schitzen
sind, fir deren Varianzschdtzung keine akzeptable Theorie zur Verfigung
steht. Das Yerfahren stellt also ein Universalwerkzeug dar, es {st quasi
das "Taschenmesser" (dt. fiir "jackknife") des Statistikers.

Eben diese Universalitdt 1st aber derzeit noch nicht vollsténdig erforscht.
Zundchst muB festgestellt werden, daB alle Aussagen vorwiegend asymptotische
Aussagen sind, d.h. man befaBt sich vorwiegend mit der Konsistenz des Jack-
knife-Varianzschatzers. Dariberhinaus muB die Klasse der Verteilungen F und
die parametrischen Funktionen 8{(F) identifiziert werden, fiir die zumindest
die Konsistenz des Jackknife-Varianzschitzers gegeben 1st. Selbst dann 1st
der Wert derartiger Konsistenzaussagen fir die Qualitidt der Schitzung bel

kleinen Stichproben zweifelhaft, insbeosndere bei einem derartigen *Univer-
salverfahren".

Der Begriff "Jackknife® wurde von Tukey - mit der obigen Begriindung - in die
Literatur eingefiihrt. Dieser Name hat der Popularitit des Verfahrens sicher-
11ch nicht geschadet.

2.3. Weitere Entwicklungen

In der Literatur finden sich viele Modifikationen des Jackknife-Ansatzes mit
zum Teil 1leicht unterschiedlichen Eigenschaften. Hier sind etwa Anslitze zu
nennen derart, dad nicht genau eine, sondern gleichzeitig mehrere Beobach-
tungen jeweils ausgelassen werden bzw. "Bruchteile® einer Beobachtung; dies
fihrt dann weiter zum iafinitesimalen Jackknife won Jaeckel {1972). Eine
Ubersicht Uber die wichtigsten Entwicklungen im Bereich des Jackknife in den
ersten 25 Jahren findet der interessierte Leser bei Miller (1974).
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Beran (1984b) untersucht Modifikationen, bei denen eine oder mehrere Beob-
achtungen dupliziert werden und leitet hieraus Jackknife-Schatzungen nicht
nur fiir die vVarianz, sondern auch fiir hohere Momente wie etwa die Kurtosis
ab. SchlieBlich sind derzeit auch Moglichkeiten zur Jackknife-Korrektur von
Schatzungen 1{in 1linearen Modellen von groSem Interesse (vgl. hierzu Wu
(1986} ).

3. Bootstrap
3.1.Das Grundprinzip

Das Bootstrap-Verfahren wurde erstmals von Efron (1979) vorgestellt. Selten
hat sich eine Prozedur so schnell etabliert wie diese: Die theoretische Un-
tersuchung fhrer £igenschaften ist aufgrund der Komplexitidt der hierfiir er-
forderlichen Techniken fiir Mathematiker bzw. mathematische Statistiker aus-
gesprochen reizvoll, andererseits gibt sie aber auch dem Anwender Mog-
Vichkeiten in die Hand, die noch wesentlich vielversprechender - und univer-
saler - sind als es zwanzig Jahre zuvor Tukey vom Jackknife-Verfahren be-
hauptet hat.

Auch bei der Beschreibung dieses Konzepts werden wir uns auf den "Standard-
fall*® unabhingiger, identisch verteilter ZufallsgrdBen xl.....xn konzentrie-
ren. Man beachte, das xl,....xn unabhéngige Zufallsvektoren sein diirfen -
damit sind etwa die Modelle der Linearen Strukturgtieichungen (LISREL, wvgl.
Jbreskog und Sorbom (1988)) ebenfalls enthalten. Fiir andere Situationen, wie
etwa fiir Lineare Modelle, Generalisierte Lineare Modelle, Stichprobenverfah-
ren etc. missen Modifikationen des Verfahrens gefunden und untersucht wer-
den; dies ist in vielen Fillen bereits gelungen (vgl. z.B. Bickel und Freed-
man (1984), Rothe(1989), Freedman(1984)).

Sind die Grdgen X, unabhlingig und fdentisch nach einer unbekannten Vertei-
lung mit Verteilungsfunktion F verteiit, so stellt F den Parameter dar, der
das statistische Modell (zusammen mit der Unabhingigkeitsannahme) volistiin-
dig beschreibt. Wieder interessiert uns zunlichst eine parametrische Funktion
von F, d.h. eine Grife B«0(F), die geschitzt werden soll, und wiederum, -wie
berefits 1m vorigen Abschnitt, mige ein Schitzer Gn fir 6 vorgegeben sein.
Wir betrachten nun den Schitzfehler

11



B(Xyseer X 3F) = 8 = O(F) .

Diese GroBe ist natirlich im konkreten Fall nicht bekannt (sonst brauchte
man 8 ja nicht zu schdtzen). Grundsatzlich von Interesse ware aber auch ein-
fach die Verteiiung oder die Yerteilungsfunktion von B(X,F) unter F, d.h.
die GroBe

GB(F;X) - Pp ( B(X;F) § x)

Wiirde man diese Gro8e kennen, $o hdtte man eine Vielzahl zusdtzlicher Infor-

mationen iiber die Qualitit des Schatzers Gn:

e Das erste Moment von GB(F;O) 1st der Erwartungswert des Schitzfehlers und
damit die Verzerrung des Schitzers,

* das zweite Moment von G (F *) st der mittlere quadratische Fehler der
Schatzung 8 von 8,

* das zweite zentra1e Moment von G (F ) 1st die Varianz von 8

e weitere hohere Moment kdnnen Aufschlus geben iiber die Form der Dichte der
Verteilung von 8,

e Fraktile und Quantile der Verteilung wiirden die Konstruktion exakter Kon-
fidenzintervalle fir @ ermoglichen.

In der Tat 1st eine solche Yerteilung nur in selten bekannt: Wenn wir etwa
als sicher annehmen kdnnten, dag x1 - N(u, 02), also die x 's normalverteilt
sind mit bekannter Varianz 02 und unbekanntem Erwartungswert H, SO wire im
Falle 8=y und 82- x 2151‘n X./n nimtich GB(N(p,o }:*) die Vertetlungs-
funktion der N(0,0"/n)-Yerteilung -~ also unabhiingig vom unbekannten Parame-
ter y. Leider ist dies aber auch schon fast der einzige Sonderfall.

Die Bootstrap-ldee besteht nun ganz einfach darin, die unbekannte Verteilung
- bzw. die Verteilungsfunktion GB(F.-) - Zu schiitzen. Prinziptell jst das
pierdurch gestellite Problem gar nicht neu: Auch GB(F.-) 1st nichts anderes
d1s eine parametrische Funktion von F. Die einzige im Moment offensichtiiche
Schwierigkeit besteht nur darin, daB der Wertebereich dieser parametrischen
Funktion die Menge der Verteilungsfunktionen 1st-und nicht - arie tn allen
bisher diskutierten Beispielen - die Menge der reellen Zahlen oder besten-
falls ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den reellen Zahlen.

12



Hat man sich aber an diesen Gedanken erst einmal gewthnt, 1iegt ein Schatzer
fir G (F o) direkt auf der Hand: Man suche zunachst e1nen Schatzer fir F,

nenne d1esen etwa F und schdtze dann G (F *) durch G (F *). Und auch ein
geeigneter Schatzer fir F liegt vor - zumindest in der Situation, die wir in
diesem Papier ausschlieBlich behandeln: Man verwende die empirische Vertei-
lungsfunktion der Daten, also

i 1
Frl (Xl.....xn;t) := #{15n | x1$ t}/n,

die wir 1m folgenden kurz mit ?n bezeichnen werden (obwohl sie stets von
KyveoosXp abhangt).
Damit 4st die wesentliche Idee des Bootstrap bereits beschrieben; nur eine
kleine Erweiterung werden wir noch hinzufigen - 9im Hinblick auf weitere
Ubertegungen in den ndchsten Abschnitten: Wir haben bisher einen Ansatz be-
schrieben, der dazu dienen sol1, die Vertellung des Schatzfehlers B(X,F) zu
schdtzen. Allerdings sind wir nicht gezwungen, uns auf diesen Fall zu be-
schrinken: Die Idee ist prinzipiell 1{immer anwendbar, solange es um die
' Schidtzung der VYerteilung einer Funktion geht, die sowohl von den Beobachtun-
gen X -(xl.....xn) als auch dem unbekannten Parameter F abhingt. Offen {st
jJedoch 1mmer noch, ob die Vorgehensweise iiberhaupt sinnvoll 1st - auch wenn
sie im ersten Moment sehr einleuchtend erscheint. Dies soll in spiteren Ab-
schnitten noch diskutiert werden. Zundchst wird das Konzept nochmals allge-
mein definiert:

Def.: Sef R{(X,F) eine Funktion der Daten X und des unbekannten Parameters F
sowie

GR(F; t) := PF( R(X,F) § t)
fhre VYerteilungsfunktion. Dann 1st die Verteilungsfunktion

G(t) = Gy(F : t)

1 Das Zeichen # bezeichnet die Anzahl! der Elamente der dem
Zeichen folgenden Menge. 3
1



der Bootstrap-Schitzer von GR(F; *).

Damit haben wir nun einen Schatzer fir die VYerteilung von R definiert. Oben
haben wir angesprochen, daf - etwa bei der Schatzfehlerverteilung - 1{nsbe-
sondere jedoch wieder reeltwertige parametrische Funktionen dieser Vertei-
lung zur Beurteilung der Schdtzung von Interesse sind. Es ist nun wiederum
naheliegend, die interessierende parametrische Funktion der Verteilungsfunk-
tion zu schitzen durch die parametrische Funktion der entsprechenden Boot-
strap-Schiatzung, d.h. das erste, zweite, zweite zentrale oder dritte Moment
bzw. ein a-Fraktil von GR(F; *) wird schlicht und einfach geschitzt durch
das erste, zweite, zweite zentrale oder dritte Moment bzw. ein a-Fraktil von
Gp(F 5 *).

Man kann sich das Konzept auch an folgender Situation bildlich klarmachen:
Man stelle sich vor, dag man die "reale Welt® kiinstlich generiere - nur mit
dem Unterschifd. daB die wahre Verteilung der beobachteten x1 nun bekannt
se{ - namlich Fn. Um die "kiinstlichen” x1 nun vgn den "realen® x1 zu unter-
scheiden, werden wir sie im folgenden mit xi bezeichnen. Man stelle sich
nun ferner vor, in dieser "kiinstlichen®™ Welt miisse ein "kiinstlicher® Stati-
stiker den {hm unbekannten Parameter © schitzen. (Wir kennen diesen unbe-
kannten Parameter, denn in der kiinstlichen Welt {st dieser i{dentisch mit
O(Fn)l) Fihrt dieser Stat15t1ker*nun ein: Schitzung aufgrund eines Experi-
mentes durch, das 1hm die Daten Xl .....xn geliefert hat - genau wie wir
mit unseren Daten xl,...,xn - so0 macht er ebenfalls einen Schiitzfehler. Im
Gegensatz zu 1hm kennen wir aber nun seine Schitzfehlerverteilung - denn wir
kennen auch den wahren Parameter (namlich Fn)' der die kiinstliche Welt voli-
stindig beschreibt. Das Bootstrap-VYerfahren macht dann nichts anderes, als
daB es die Schatzfehlerverteilung des ®"kinstlichen® Statistikers als Schitz-

fehlerverteilung unserer realen Situation veruendetz.

Wir weisen an dieser Stglle noch einmal darauf hin, dad zunlichst moch Gber-
haupt keine Uberlegungen dahingehend angestellt wurden, ob dieses Verfahren

2 Science-Fiction-Kenner werden sich hier mbglicherweise an den
Roman “Welt am Draht® von Daniel F. Galouye erinnern, in den eine
solche “kiinstliche Welt" i{m Computer ganz naturgetreu simulfiert
wurde - mit einem Ehnlichen Ziel. Man beachte: Die Hauptperson des
Romans stellt im Lauf der Zeit fest, daB sie selber nur Teil eines
Ehnlichen Simulationsprogramm einer noch hBheren Ebene ist.
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(so intuitiv einleuchtend es im Moment sein mag) iUberhaupt statistisch sinn-
voll ist. Diese Untersuchung ist in der Tat auch nicht trivial: Wir haben es
zum Beispiel unter anderem mit dem Problem zu tun, daB der Bootstrap-Schdt-
zer Werte in der Menge der Verteilungsfunktionen annimmt, also eine funk-
tionswertige ZufallsgroBe darstellt. Zumindest ist also fir eine mathemati-
sche Wirdigung die Theorie stochastischer Prozesse erforderlich. Da die
Bootstrap-Schitzer bestimmter reller Funktionen der Yerteilungen ebenfalls
iiber den Umweg dieser Yerteilungsschitzer gewonnen wurden, bleibt hierfir
das Problem ebenfalls bestehen, auch wenn diese Bootstrap-Schatzer i{hrer-
seits nun wieder "bloB8" reellwertig sind.

Zum AbschluB diese Abschnittes sei noch vermerkt, daB natirlich die Verwen-
dung der empirischen Verteilung bei der Konstruktion einer Bootstrapschat-
zung einer Verteilung kein "MuB" ist: Man konnte sich etwa auch eine "ge-
glattete" VYersion von ?n vorstellen (die dann eine Dichte besitzt), die dann
eine andere Schatzung von GR(F.-) - mit in der Regel auch anderen Eigen-
schaften - 1iefern wiirde. Hat man efn eingeschranktes Modell, d.h. reduziert
man die Klasse der grundsdatzlich zur Diskussion stehenden Verteilungen F fiir
die GrdBen x1. so sind gaf. *verniinftigere® Schitzer sinnvoller. Betrachten
wir die weiter oben kurz angesprochene Situation, in deﬁ x1 - N(u.oz). S0
wiirde als Schdatzung fir die Verteilung von X1 sicher N({ x..oz) sinnvoller
sein als die empirische Verteilung, die ja ihrerseits diskret und damit
nicht einmal eine Normalverteilung ist.

3.2.Berechnung der Bootstrap-Verteilung

Eigentlich ist die Idee des Bootstrap ja so nahelfegend, daB man sich fragt,
warum man sSich nicht eher mit diesem Verfahren auseinandergesetzt hat. Ge-
naugenommen ist dies auch lingst geschehen, wenn auch unbewuBt und ohne eine
korrekte Wiirdigung - und zwar in der folgenden Situation: )

Gehen wir zunlichst wieder davon aus, da8 ein Modell mit der Restriktion x1 -

N(u.oz) vorliege, wobefi nun neben y auch °2 unbekannt sei. Eine geeignete
Schiitzung fiir die Verteilung von X1 1st dann die Verteilung u(x..‘sz) mit

$% Tag1gn (X% (0-1)
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Nun betrachten wir die parametrische Funktion 8(F) = y und interessieren uns
fir die Verteilung G des Schatzfehlers x - M. Der Bootstrap-Schatzer hierfir
ist offensichtlich die Verte1lung N(o S /n) Das a-Fraktil dieser Verteilung
ist dann ua-S/Jn, wobei Ug = (l-a) das a-Frakti) der Standardnormalver-
teilung N(0,1) 4st. Will man nun ein zweiseitiges Konfidenzintervall fir y
konstruieren, so ware dieses gegeben durch

1(1-a) = [ X.- 671(1- @/2), X,- 6 }(as2) 1,

falls diese Quantile G'l(t) bekannt wiren. Die Bootstrap-Schiitzung dieser
GrdBen wiaren dann die entsprechenden Quantile der Bootstrap-Schitzung von G,
d.h. das zweiseitiges (1-a)-Bootstrap-Konfidenzintervall fir y ist dann

1g(1-a) = [ X, - ugp*S//n , X, + ug;p*S/in 1.

Dies 1st mnatiirlich kein Konfidenzintervall vom exakten Niveau (1-a) mehr:
Va/2 miiste durch tulz,n-l ersetzt werden. Aber genauso hat man fir normal-
verteilte Stichproben Konfidenzintervalle fir den WMittelwert im vorigen
Jahrhundert berechnet, bis Student (1908) auf diesen Fehler aufmerksam
machte.

Dieses einfache Beispiel zeigt bereits, daB durch Bootstrap mit Sicherheit
nicht stets exakte Ergebnisse zu erwarten sind, sondern dag es sich dabei um
Approximationen an die Wirklichkeit handelt, bei denen die Abweichungen
theoretisch analysiert wund quantifiziert werden miissen. Dies i1st aber, wie
wir sofort sehen werden, nicht der Grund fiur die splite °®Wiedergeburt® des
Bootstrap. Um den wesentlichen "Teufel im Detail® zu erkennen, betrachten
wir nun wieder unser Beispiel der Schiitzung des zweiten zentralen Moments
von F und versuchen, mittels Bootstrap die Verteilung des Schlitzfehlers zu

schiitzen:
' Beispiel (Fortsetzung): Der zu schiitzenden unbekannte Parame-

ter 1st hier O(F)qmz(r), also das zweite zentrale Moment von F
bzw. die Varianz von x,. Der Schitzfehler ist damit

BIXF) = nlef, (x, - X,)Z - m,.
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Wollen wir nun die Bootstrap-Schdtzuuy fir dessen Verteilung
bestimmen, so betrachten wir die Groge

B (CLF) = nhep o - X002 -l (xy - X )P

Deren Verteilung ist nun zu bestimmen unter der Annahme, das
die X1 feste Zahlen und die X1* ZufallsgroBen mit Verteilung
Fn sind.

Was das bedeutet, kann man sich wieder am besten vergegenwdirtigen am Bild
des "kiinst1ichen Statistikers' aus dem vorigen Abschnitt. Dieser Statistiker
gew1nnt seine Daten X 1 aus der Yerteilung mit Verteilungsfunktion F , G.h.
X1 nimmt, jeweils mit Hahrscheinke1t 1/n, einen der Werte x1,....xn an.
Damit erhdlt er als Tupel x - (x1 ,....x ) ein beliebiges n-Tupel mit Kom-
ponenten aus xl....,xn. Prinzipiell sind fur diesen "kiinst1ichen" Statisti-
ker also n" verschiedene Versuchsausginge moglich (es sei denn, daB zufdllig
x1- XJ fir efn 1£J gil1t - diesen Fall wollen wir der Einfachheit halber 1im
folgenden {gnorieren); um die Verteilung von B explizit zu berechnen, muB
somit B* fur quasi jeden dieser " Versuchsausgange ausgerechnet werden 3.
Dies 1ist bereits bel recht kleinem n auch mit den schnellsten Rechnern noch

nicht mit vertretbarem Zeitaufwand zu meistern.

Die Foige ist, daB in den meisten Fallen der Bootstrap-Schitzer der Vertei-
lung gar nicht explizit ausgerechnet werden kann. Damit ist aber auch die
Bootstrap-Schatzung von Momenten oder Fraktilen dieser Verteilung nicht mehr
moglich.

Es gibt jedoch einen "Ausweg", der allerdings erst in den letzten Jahren in
zunehmendem MaBe praktikabel wurde: Mit Hilfe einer Monte-Carlo-Studie ist
es nimifch mbiglich, die Bootstrap-Schitzung fhrerseits mit beliebiger Ge-
nauvigkeit zu schitzen, wobei die Genauigkeit ausschiieB8lich von der Kapazi-
tit des verfigbaren Rechners (bzw. die akzeptierte Rechenzeit) vorgegeben
fst. Gerade dieses Konzept jedoch, das im folgenden beschrieben werden soll,

3 Genaugenommen gind es weniger, da jede Permutation von xt zum
gleichen Wert von B fiihrt. Die Zahl der erforderlichen Rechnungen
bleibt allerdings nach wie vor unangenehm gro8.
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ist erst durch die Entwicklung auf dem Computersektor in den letzten Jahren
praktikabel geworden und hat auf diese Weise den "Siegeszug" (?!) des Boot-
strapverfahrens erst ermoglicht.

Das Monte-Carlo-Verfahren besteht darin, daB tatsdchlich das Experiment des
"kinstlichen Statistikers®™ wiederholt durchgefiihrt wird und die auf diese
Weise realisierten "Schdtzfehler" gesammelt und zur Schitzung der Bootstrap-
Yerteilung herangezogen werden. Zundchst muB hierzu der Umfang Nboot der
Simulationsstudie festgelegt werden. Zur Schitzung der VYerteilungsfunktion
GR(?n.x) sind dann folgende Schritte erforderlich:

(1) Ziehe eine Stichprobe (xlt""'xn.) mit Zuriicklegen aus der Menge
{x veeesXo ]

(2) Berechne R - R(x1 ORI, *; ?n) und speichere den Wert.

(3) Wiederhole (1) und (2) Nboo;ﬂnal; bezeichne die auf diese Weise gewonnen

Werte fiir R mit R ,....R .
. Nboot
(4) Bilde die empirische Verteilungsfunktion der Resampling-Schitzungen
-

&«
R RPN » also
d Nboot

G, = #{3 § N *S$t1/N

boot | Ry boot

und verwende diese als Schatzung ER(En") von GR(Fn")'

Dieses Konzept der Schitzung eines Schdtzers {st U&brigens fir den Namen
*Bootstrap® verantwortlich: Im ersten Moment sieht es so aus, als wolle man
dadurch, das man aus seinen Daten wiederholt Stichproben ohne Zuriicklegen
zieht, zusidtziiche Informationen gewinnen - eine Idee, die an Minchhausen
erinnert, der sich ja auch an seinen Haaren aus dem Sumpf ziehen konnte. Die
Redensart “sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf ziehen® gibt es im Eng-
14schen auch, nur daB man dort nicht an den Haaren, sondern an der Stiefel-
schlaufe (engl.: bootstrap) =zieht. Aus diesem Grunde 1st das beschriebene
Verfahren in deutschsprachigen Arbeiten gelegentiich -mit “Minchhausen-Yer-
fahren® Gbersetzt worden (vgl. etwa Diaconis und Efron (1983)).
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3.3.Einige Anmerkungen zur Qualitat

Bei{ der beschriebenen Schdtzung der Verteilung von R iiberlagern sich zwei
Arten von Fehlern: Zunidchst erfolgt ein Schatzfehler bei der Schdatzung von
GR(F.-) durch GR(fn.-). danachA zﬂsitzl1ch aber noch ein Fehler bei der
Schdtzung von GR(Fn.-) durch GR(Fn.-). Die zweite Approximation ist
schlicht eine Approximation etner Verteilungsfunktion durch eine empirische
Yerteilungsfunktion, die 1n der mathematischen Statistik recht eingehend
erforscht 1st; Probleme entstehen hierbei jedoch bei der Auswahl des Zu-
fallisgenerators, der zur Gewinnung der Sub-Stichproben X. im opigen Algo-
rithmus unter (1) erforderlich ist: Die in den Computerprogrammen letztlich
implementierten Zufallsgeneratoren sind nur ®"Pseudo-Zufallszahlen-Generato-
ren", d.h. sie generieren deterministisch Zahlen, aber derart, daB die auf
diese Weise gewonnen Zahlenfolgen miglichst vielen Tests auf °Nicht-Zufal-
1igkeit" wiederstehen kdnnen. Die Qualitidt solcher Generatoren i1st oft sehr
fragwirdig, insbesondere wenn wie beim Bootstrap eine groBe Zahl von Zu-
fallszahlen gezogen wird und so leicht die Gefahr besteht, daB unerwiinschte
periodische Effekte auftreten. Wir verweisen an dieser Stelle hierzu nur auf
die umfangreiche Monographie von Knuth (1981) uber die Konstruktion effekti-
ver Zufalliszahlengeneratoren.

Die Untersuchungen iiber theoretische Eigenschaften des Bootstrap-Schitzers
in der mathematisch-statistischen Fachliteratur befassen sich hingegen vor-
wiegend mit der GréBenordnung des anderen der beiden oben angesprochenen
*Schitzfehler™. Ein elementares Konzept 1st hierbei der Begriff der Konsi-

stenz. Bevor wir skizzieren, was hierunter zu verstehen ist, betrachten wir
" die Situation noch einmal fiir den Fall des Schitzfehlers B(X,F). Ist der
Schitzer an fir © halbwegs “"verninftig®, so wird er stark (oder zumindest
schwach) konsistent sein, d.h. es wird gelten

on- 6 -0 PF—fast sicher

A} .

oder zumindest nach PF-Hahrscheinlichkeit; ferner wird der Schitzfehler nach
geeigneter Standardisierung asymptotisch normalverteilt sein, d.h. es gibt
fir jedes F ein oBZ(F) > 0 derart, dad

"~

Jne (8, - 8) — N(0,052(F)) nach Pe-Vertetiung.
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Wir nehmen nun grundsdtzlich allgemein an, daB die Verteilung von R(X,F)
unter F - g@gf. nach einer geeigneten Standardisierung - fiir n --» = gegen
eine nichtentartete Normalverteilung (d.h. mit positiver varianz) konvergie-
re. Es 1st sicherlich eine Minimalforderung an die Funktionsfdhigkeit des
Bootstrap-Yerfahrens, dag dann (ggf. nach der gleichen Standardisierung)
auch die Vertellung von R(X F ) unter F den gleichen Grenzwert besitzt.
Eine mathematisch prdzise Formulierung dieser Forderung sieht etuas verwir-
rend aus, da es sich bei der Verteilung von R(X F ) unter F um eine Zu-
fallsgroBe handelt. Der Konvergenzbegriff muB sich darauf bez1ehen, es muB
sich z.B. um efine Konvergenz 'PF-fast sicher® oder “"nach PF-Hahrsche1n-
1ichkeit”" handein. Im Falle der Verteilung des standardisferten Schitzfeh-

lers bedeutet also die (starke bzw. schwache) Konsistenz ihres Bootstrap-
Schitzers:

Es gelte
Gg(F. oaz(F)-tlJn ) —> #(t) fir alle t € R.

Dann i1st der Bootstrap-Schitzer schwach bzw. stark konsistent,
falls

GB(?n, oBZ(F)-t/Jn ) —> #(t) fir alle t ¢ R
nach PF-Hahrsche1nl1chke1t bzw. PF-fast sicher.

Tatslichlich 1st das 1n dieser Arbeit beschriebene statistische Modell das
hinsichtlich dieser Fragestellung am umfangreichsten untersuchte; die Klasse
der parametrischen Funktionen 6(F), fir die die Bootstrap-Konsistenz fiir den
standardisierten Schitzfehler nachgewiesen werden konnte, 41st {nzwischen
recht gro8. Exemplarisch sei hierzu auf die Arbetiten von Singh (1981),
Bickel und Freedman (1961), Beran (1984a), Lohse (1984) oder Klenk und Stute
(1986) hingewiesen.

Konsistenz allein wiire allerdings kein Kriterfum zugunsten des Sootstrap;
sie bedeutet ja nur, daB die Bootstrap-Schitzung die wahre Vertellung von R
asymptotisch ebensogut approximiert wie deren asymptotische Verte{lung. Dann
aber gibe es nur in dem Fall einen Grund fiir die Anwendung des Bootstrap,
wenn sich die asymptotische Verteilung von R einem klassischen Zugang (etwa
unter Verwendung einer konsistenten Schiitzung der asymptotischen Varianz)
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entzieht. In anderen Fdllen wie etwa unserem Beispiel wdre Bootstrap wegen
des erheblich griBeren Rechenaufwandes im Nachteil.

Bemerkenswert beim Bootstrap ist jedoch die Tatsache, daB es in der Regel
gegeniiber der asymptotischen VYerteilung einen erheblichen Yorteil besitzt:
Es zeigt sich ndmlich, daB "unter schinen Bedingungen® (wir werden wuns mit
diesen Regularitdtsbedingungen hier im Detail nicht befassen) die Approxima-
tion der Yertellung von R durch Bootstrap besser ist als durch die asympto-
tische VYerteilung: Die Bootstrap-Schitzung ist "so gut" wie die erste Edge-
worth-Approximation (vg). z.B. Beran (1982)). Dieses im Prinzip zundchst
ausschlieBlich theoretische Ergebnis (auch diese Aussage ist "nur® eine
asymptotische Aussage) ist jedoch Hauptursache fiir die "Euphorie® iber Boot-
strap 14n den letzten Jahren; sieht es doch so aus, als wiirden mit Bootstrap
bessere Approximationen z. B. an die Schétzfehlerverteilung und damit sta-
tistisch genauere Aussagen iiber die Genauigkeit von Schitzungen moglich -
und dies sogar noch mit einem “automatisierbaren®™ Konzept, das wenig Ein-
biick in die 1insgesamt ablaufenden technischen Rechenvorginge bei der Be-
stimmung des Schatzers erforderlich macht.

4.Xonstruktion von Konfidenzintervallen
4.1. "Klasstsche™ Asymptotik: Normalapproximation
In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einer Vielzah! von Ansltzen zur
Konstruktion efines Konfidenzbereichs fir den 2zu schitzenden Parameter
0=8(F). Dabei werden wir uns zunachst konzentrieren auf solche Schitzer, die
die KAN-Bedingung erfiillen, d.h. die konsistent und asymptotisch normalver-
teilt sind, also die bereits im vorangegangen Abschnitt angesprochenen Ei-
genschaften

Bn- 8 —->»0 Pr-fast sicher
bzw. nach PF-Hahrscheinlichke1t sowie

Jne (Bn - 8) —» N(o.oaz(F)) nach PF-Verte;lung

fir ein 0,Z(F) > O besitzen. Wire o,2(F) bekannt, so whire
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as o~ o~
1889) (1) « 8y~ Uy p*0g(FYN o B+ Uy po05(F) / Jn ]
ein asymptotisches (1-a)-Konfidenzintervall, fir das gilt
P{8e 183 (1a) ) - 1-a
F n *

Hierbei bezeichnet Uy = l'l(l-t) das t-Fraktil der Standardnormalverteilung.
In der Regel 1st aber auch °B(F) nicht bekannt; es muB also geschitzt wer-
den. Oft 1iegt die asymptotische Yarianz aber 1n einer funktionalen Form
vor, sodal oa(F) durch °B(;N) konsistent geschitzt werden kann.

Beispiel (Fortsetzung): Wir betrachten nun im folgenden gleich
die "erwartungstreue®™ Version des Schitzers fiir My, d.h. die
Grose

S’ (-1 T gqgn (XK,

und wollen ein Konfidenzintervall fir m, konstruieren. In dfe-
sem speziellen Beispiel sind die oben angesprochenen Voraus-
setzungen gegeben, d.h. es handelt sich um efnen konsistenten
Schiatzer fiir m,, dariiberhinaus 1st er asymptotisch normal; es
gilt konkret

2 2
Jn (S,°-my) --» N( 0, m, - m,"),
hierbei ist m, = EF( x,- u)4 das vierte zentrale Mament von F.

Eine geeignete Schitzung fur die asymptotische Varfanz {st
dann der klassische Momentenschitzer

A =4 4
Voa " 'l (XKD - Sy

Damit ergibt sich als ®klassisches” asymptotisches Konfidenz-
intervall fur iy

?ga’)(l-d) - [ snz - qnlz'iin {dn, Snz & qu,z-i.' fdn ].

Meist 188t sich die asymptotische Normalitdt auch darstellen 1n der Form

22



(8,- 8) / op(8,) -—» N{0,1),

wobef on(an) = VarF(an) die exakte Varianz des Schatzers ist. Besitzt man
einen Schéatzer fiir die Yarianz von Bn, so ist in der Regel

*(fin) & B~ =
In (1-a) = [ On- Ug/2°Y> 0n+ Ug/2®Y ]

ebenfalls efin asymptotisches Konfidenzintervall, hier auf der Basis eines
Schdtzers fiir die exakte Yarianz.

Beispiel (Fortsetzung): Im Falle des Schitzers fir B, gibt es
einen geschlossenen Ausdruck fiir die varianz von Sn2 direkt,
ndmlich (vgl. 2.B. Serfling (1960))

Var Sn2 - (m4 - mzz)ln + 2-m221 (n(n-1)}.

Damit unterscheiden sich die wahre und die asymptotische Va-
rianz von Jn-S 2 um einen additiven Term der Ordnung 1/n. Bei
der Venwendung der Momentenschlitzung von Jn-S z wird diese
Abweichung korrigiert:

- 1 ¥ 4 i 4
Vor = oLy (%K% -5 %+ 205 Y/ (n-1)

ist etwas griBer als ;

ma ¢ damit deckt das Konfidenzintervall

igfin)(l'“) -L sn2 = Uq/* Vg 1. sn2 + Ug/g*Vpp 140 )

einen groBeren Bereich ab, das tatslichliche Niveau 1st also
hoher als bef Iﬁ‘s). Wir werden spliter sehen, da8 das Niveau
in der Regel immer noch wesentlich kletiner 1st als das nomina-
le Niveau 1-a.

In vielen Fillen kann weder die exakte noch die asymptotische Vartanz von Bn
in einer Form dargestellt werden, die ad hoc eine "gute” Schitzung dieser
GrbBe aus den vorliegenden Daten ermBglicht. Flir soiche Fllle ist der Jack-
knife-Varianzschitzer konzipiert; hier wird in 1¢'") ger Scnitzer 59 fir
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die Varianz von Sn verwendet, so wie es ja bereits im Abschnitt 2.2 ange-
sprochen wurde. Analog kann auch das Bootstrap-Yerfahren zur Schdatzung der
varianz herangezogen werden: Man bestimme die Bootstrap-Schdtzung der Ver-
teilung von 6n- 8 und berechne deren zweites zentrales Moment ;bﬁot'
Beispiel (Fortsetzung): Aus den ersten Blick scheint eine
Jackknife- oder Bootstrap-Schdtzung der Varianz grundsdtzlich
eigent1ich nicht erforderiich, da ja eine gute Schiétzung fir
die Varianz mit der Momentenmethode zur Verfiigung steht. In
der Tat ist aber die oben beschriebene Varianzschit;ung ;mf
genau der Bootstrap-Schitzer fir die Varianz; eine Simula-
tionsstudie wire hier also iiberhaupt nicht erforder11ch4l
Der Jackknife-Schiatzer ist ein wenig anders, prinzipiell 148t

er sich jedenfalls auch berechnen.

4.2. Die Perzentil-Methode

Der Ansatz zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls im letzten Abschnitt
zieht seine Berechtigung vorwiegend aus der asymptotischen Normalitat der
Schatzer. Ein derartiges Intervall ist nur dann effektiv, wenn die tat-
sachliche Vertellung des Schatzfehlers bestimmte Eigenschaften der Normal-
verteflung erfiilit, wie etwas Unimodalitit, Symmetrie etc.; {insbesondere
wird jedoch die Anpassung umso schlechter sein, je grdBer die "Schwinze" der
Verteilung sind. Je weniger "normal® die Yerteilung der Verzerrung ist, de-
sto stidrker wird thr a/2-Fraktil von dem der Grenzverteilung abweichen.

Der "Idealfall® wire der, daB die wahre Verteilung des Schlitzfehlers be-
kannt widre. In dfesem Fall 11eBe sich ein zweiseitiges Konfidenzintervall
fir en exakt angeben unter Verwendung der Fraktile c(B,F:a) = GB'I(F. 1-a):
Es iIst y

P ( C(B,F, 1- a/2 ) < Sn- 8 < c(B,F, a/2 )) 2 1-a

4 Ein Beispiel dafir, dad vor Inbetriebnahme des Rechners immer
noch das Gehirn eingeschaltet u:rden sollte.
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und damit
1,8 (1-a) = [ 8- 6571 (F, @/2) , B - 6571(F, 1- a/2) ]

ein Konfidenzbereich mit exaktem Niveau (1-a). Die Perzentiimethode schatzt
die unbekannten Fraktile in diesem Ausdruck unter Verwendung der Bootstrap-
Methode; formal also durch

1, (1-0) = [ 8- 671 (F,, @/2) , 8- 657 (F,, 1- 0/2) )

Beispiel (Fortsetzung): Be! der konkreten Durchfiihrung der
Bootstrap-Schatzung des Fraktils einer Verteilung ist zu be-
ricksichtigen, dag die Bootstrap-Yerteilung in der Regel eben-
falls nicht zur Verfiigung steht, sondern durch efne Monte-Car-
lo-Studie geschatzt wird. Die Schatzung des Fraktils der Boot-
strap-Yerteilung ist dann das Fraktil der empirischen Vertei-
lungsfunktion, durch die die Bootstrap-Yerteilung approximiert
wird. Will man im unserem Beispiel z.B. ein zweiseitiges 90%-
Konfidenzintevall fur mz(F) auf diese Weise konstruferen, ist
etwa folgende Vorgehensweise denkbar: Man fihre 1000 Boot-
strap-Replikationen durch so. wie sje in Abschnitt 3.2 zur
Konstruktion der Schatzung G beschrieben wurden. Das ulz—
Fraktil ist dann die Stelle, an der die Verteilungsfunktion G
den Wert 1-a/2 iiberschreitet. Dies 1st genau der "boot al/2 -
groste Wert ( also 10000.05 = 50) der durch die Bootstrap-
Replikationen gewonnene Wert. Bezeichnen wir diesen Wert mit
EB und den 50-kleinsten Wert mit £g» SO ist das Intervall [
Cgs gB] ein Monte-Carlo-Schitzer fiir

[ c(B,F, 1-a/2) , c(B,F, @/2 } ],

d.h. das entsprechende Konfidenzintervall fir ni(F) wiirde dann
lauten

> (8 5T B2
1 ®-q) 5255 5,2 - g
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Simulationsstudien haben gezeigt, daB die Konstruktion von Konfidenzinter-
vallen mittels Bootstrap die am Ende von Abschnitt 3 angesprochene Euphorie
nicht unbedingt gerechtfertigt hat (Schenker, 1986). Dies hat zu einer Viel-
zahl von Yersuchen gefiihrt, die Bootstrap-Schiatzung der Fraktile zu modifi-
zieren und zu korrigieren (Efron 1979,1981,1982, 1985, 1987). Einen Uber-
blick iiber diese Ansitze und efne auch theoretisch zufriedenstellende Erkla-
rung der Zusammenhdnge zwischen diesen Ansdtzen wurde erst in jungster Zeit
prasentiert (Hall (1988)), obwoh} bereits frilher viele Anzeichen dafiir spra-
chen, daB 1nsbesondere eine der "Alternativen® vielversprechend ist (vgl.
etwa Abramovitch und Singh (1985)). Dieses "Alternativ-Konzept®™ soll im fol-
genden Abschnitt beschrieben werden.

4.3.Studentisierter Bootstrap

Die Schwidche der Perzentil-Methode besteht darin, dad die Schatzungen der
Perzentile bzw. der Fraktile in der Regel relativ schiecht sind. Den wesent-
lichen Faktor bei dieser Ungenauigkeit stellt dabei nicht die Schdtzung der
Bootstrap-Verteilung durch die Monte-Carlo-Studie dar, sondern die Abwel-
chung der Bootstrap-Verteilung von der wahren Verteilung. Im folgenden be-
fassen wir uns mit einem Ansatz, mit dem man dieses unangenehme Phdnomen

abmildern kann. Hierzu seil folgende “Plausibilitlitsiiberlegung" vorange-
stellt:

Warum weicht die Bootstrap-Schitzung einer Verteilung iberhaupt von der wah-
ren Yerteilung ab? In der Tat ist die Abbildung

F -=» GR(F;O)

schlicht eine Funktion mit der Menge der Verteilungsfunktionen (F) als Defi-
nitionsbereich und den Verteilungsfunktionen als Wertebereich. Da diesé Ab-
éildung als Funktion von F nicht konstant ist, i1st selbstverstindlich, das
in der Regel die Funktionswerte GR(F;-) und GR(? 1*) verschieden sind. Geht

™
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man davon aus, dal GR in der Umgebung von F hinreichend 'glatt‘s {st, so

hangt der Grad der Abweichung insbesondere davon ab, wie gut die Schatzung
?n von F ist (also wie “nahe” En an F 1iegt); &ndert sich aber GR relativ
wenig, so konnte diese Schatzung auch eine etwas groSere Schdtzungenauigkeit
*vertragen".

Ferner ist leicht einzusehen, da8 nicht allein die Kenntnis der Schdatzfeh-
lerverteilung die Konstruktion efnes Konfidenzintervalls fiir ©8(F) ermog-
ticht: Ist t(X) > 0, so widre ebenso die Yertetlung von

R(F;X) = B(F;X) / t(X)
hierzu geeignet;
1,03) (1-a)e[ 8 6,72 (Fi1-a/2)e1(X), 8,-6, " (Fia/2)e(X)]

ist ebenfalls ein (1-a)-Konfidenzintervall - allerdings in der Regel ein
*schlechteres®: Seine Lidnge 1ist zufdllig (ndmlich t(X)'(GR-l(F;l-C/Z) -
GR'I(F;aIZ)), also von t(X) abhdngig) und in der Regel 1ldinger als Ia aus
Abschnitt 4.2.

Allerdings kann man sich vorstellen, daB eine geeignete Wahl von t die Ver-
teilung GR(F;-) "glatter® macht als die von Ga: Bei beiden Vertetlungen
1{egt (zumindest bei "verniinftigen®™ Schitzern fir 8) thr erstes Moment 1n
der Nahe von 0. Bel GB schwankt das zweite Moment so, wie sich VarF(an) als
Funktion von F verhdlt. Hat man nun jedoch einen "verninftigen® Schitzer fir
Varr(sn) und verwenden dessen Wurzel als GriBe t(X), so 1iegt das zweite
Moment von GR stets in der GrboBenordnung von 1. Damit sing die ersten beiden
Momente von GR relativ stabil gegen Abweichungen von Fn von F. Zumindest
kann dann vermutet werden, daB sich dies auch auf die Genavigkeit auswirkt,
mit der sich G, vom Bootstrap schitzen 14st. .

*
'

N

S Diese "Glattheit® 148t sich quantifizieren; hierzu 1st ein
Differentationskalkiil fir Funktionale erforderiich, wie es mit den
Begriffen der Gateau- oder Frechet-Differenzierbarkeit zur
Verfiigung steht (vgl. z.B. Serfling (1980, sec. 6.2)) und wie es
dariberhinaus auch bei der Untersuchung der oben angesprochenen
Bootstrap-Konsistenz verwendet ;;rd (Parr (1983), Lohse (1984)).



Das soeben beschriebene Verfahren ist natirlich bereits seit Jahrzehnten
bekannt: Haben wir eine Stichproben von unabhangigen, identisch normalver-
teilten ZufallsgroBen mit unbekannten Mittelwert m und unbekannter Varianz
02. so 1&Bt sich ein exaktes Konfidenzintervall fir m unter Yerwendung der

Tatsache konstruieren, dalb

R(m,0%; X) a/ne(XK-m) /S -t
also t-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden ist. In diesem Fall ist der “"studen-
tisierte Schdtzfehler" sogar vollig unabhingig von den unbekannten Parame-
tern (und damit einer der Spezialfialle, 1n denen GR tatsiichlich als Funktion
des wunbekannten Parameters konstant ist). Eine derartige Statistik wird in
der Regel als "Pivot” bezeichnet.

Im der allgemeineren Situation, mit der wir uns in dieser Arbeit befassen,
jst die studentisierte GroBe zwar in der Regel kein Pivot, aber eine Grige,
die “ndher an einem Pivot"™ {st als der Schitzfehler selbst.

Die Konstruktion eines Konfidenzintervalls mittels Bootstrap unter Verwen-
dung des studentisierten Schdtzfehlers i1st dann technisch nicht mehr proble-
matisch: Man fiihre auf die inzwischen bekannte Weise eine Bootstrap-Schit-
zung GR(?n;-) von GR(F;-) durch und verwende das Intervall

1 Y10y = 18, -6:1(F s1-0/2) et (X),8 631 (F  sa/2) e ()1,

Hierbei ist tz(X) ein Schitzer fir VarF(an). Probiematisch wird dieses Ver-
fahren allerdings dann, wenn es einen Schitzer fiir diese Yarianz 1n “natiir-
Vicher® und damit leficht berechenbarer Form nicht gibt: MuB man diese erst
selbst mit einem Jackknife- oder gar einem Bootstrap-VYerfahren bestimmen, so
wird der Rechenaufwand “erheblich® (Bel Bootstrap fihrt dies zu "tneinander-
geschachtelten® Monte-Carlo-Studien: In jedem MC-Schritt zur Bestimmung von
n(?n;x*) 15t eine NC-Studie zur Bestimmung von Varg(8 ) erforderlichi). Der
"studentisierte® Bootstrap kann in solchen Fillen 1n der Tat nicht mehr
praktikabel sein (wobei dies natiirlich von der Rechengeschwindigkeit der zu
Verfigungen stehenden Rechner und den dafir erforderlichen Kosten abhlingen
mag).
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Beispiel (Fotsetzung): In Abschnitt 4.1 haben wir einen Schit-
zer fiur die Yarianz von S2 angegeben:

- 1 7 .4 4 4
Vof * 5021 (xi-x.) - sn + Z-Sn /(n-1)
Damit ist ein "studentisierter Schdatzfehler® die GroBe
2 2 ~
R(F,X) = (Sn - O ) [/ Vot

Will man nun die Bootstrap-Verteilung bestimmen, so muB sie
wieder durch eine Monte-Carlo-Studie geschitzt werden (in un-
serem konkreten Beispiel sind wir oben jeweils von einem Um-
fang von Nboot-looo ausgegangen) In .jedem MC-Schritt wird
wiederum eine Stichprobe x1 ,....xn mit Zuruck1egen aus
xl.....x gezogen, hieraus die GroBen S C und vmf berechnet
und schlieBlich der Wert
PN * % A%

R(F LX) = (52 -52) 1 v
abgespeichert. Die auf diese Weise gewonnen 1000 Werte werden
geordnet und der 50-kleinste (cg) und der 50-grodte ('c's) be-
stimmt. Das studentisierte zweiseitige 90%-Bootstrap-Konfi-
denzintervall ist dann

In(S)(l'a) =L snz' Cs*Vme® snz' SS'vmf]'

4.4. Kiirzeste Bootstrap-Konfidenzintervalle

Bei der Konstruktion des zweiseitigen Konfidenzintervalls ia Abschaitt 4.2
wie auch in 4.3 wurden das (1- a/2)- und das a/2-Fraktil der Bootstrap-Ver-
teilung herangezogen. Dies 1st noch ein "Relikt® aus der Normalvertellungs-
theorie: Die Normalverteilung st symmetrisch und untmndal, damit 1st das
auf diesen beiden Fraktilen basierende Intervall das kirzeste mjt Niveau
1-a. Bel der Bootstrap-Verteilung, die ja in der Regel eine bDessere Anpas-
sung an die tatslchliche Fehlervertetilung darstellen soll als die Grenzver-
teilung, muB dies nicht mehr gelten. Damit besteht aber auch kein Grund
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mehr, auf beiden Seiten des Konfidenzintervalls mdglichst genau die "Vertei-
lungsmasse" a/2 abzuschneiden, sondern es ware sinnvoll, auf der efnen Seite
a4 und auf der anderen Seite a, so *abzuschneiden", daB noch a,+a, $ agilt
und das daraus resultierende Intervall moglichst kurz {st.

Beispiel (Fortsetzung): Das Prinzip der Konstruktion 1&Bt sich
am einfachsten anhand der konkreten Situation erldutern, wie
sfe in 4.2 beschrieben wurde. Wir betrachten hierzu nur die
Monte-Carlo-Schatzung der Bootstrap-Yerteilung: Sefen

b,.byyeaa,b die Werte, die bei der Bestimmung von § 2
1'72 Nboot n

Snz in der Simulationstudie entstanden sind. Wir ordnen nun
diese Werte zundchst der GroBe nach an und erhalten Werte

b(l)""'b(N mit b(l) H b(z)S vee

boot)

In unsersm Fall war Nboot-1ooo. Die empirische Verteilungs-
funktion Gn hat dann an den Stellen b(i) Jeweils einen Sprung
der Hohe 1/1000. (Prinzipiell kann es Ausnahmen geben: Wenn
ein Wert unter bl.....b1000 mehrfach auftritt, ist die Sprung-
hohe das entsprechende Mehrfache von 1/1000. Dieser "Ausnahme-
fall® macht jedoch wenig Schwierigkeiten, wir werden 1hn 1.f.
ignorijeren.) Damit hat die zu En gehdrige Verteilung jeweils
an den Punkten b1 die "Masse" 1/1000. S00 Punkte haben damit
die "Masse® 1-a (wenn a=0.1 vorgegeben ist). Ein Intervall I1
- [b(i)' b(1+899)] hat dann die Gn-uahrscheinlichkeit l1a -
vorausgesetzt, dad I1 ein "verniinftiger® Ausdruck ist (es muB
1§1£101 gelten). Damit hat das Intervall 1, die Llinge
b(1+899)" P(1)"

SchifeBlich suchen wir das 10. fur das die Llnge von I1 aini-
mal 1st. Die Bootstrap-Schitzung fir das klrzeste 90%-Xonfi-
denzintervall st dann

T(B;mi 2 2
lg”“qu-[sn-b“f””a% - by

Firhre wir das gleiche Konzept fir den studentisierten Boot-
strap aus Abschnitt 4.3 durch, so sind bl.....b die Wer-
Moot
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. ~ = ® 2 Z ~ &
te, die sich als Werte von R(Fn.x ) = (Sn - Sn }y / Vmf €roe-
ben. Analog wie oben ist ein b1 2u bestimmen, fir das die
0

Differenz b(1+899)- b(i) minimal 41st. Das kiirzeste studenti-
sierte Bootstrap-Konfidenzintervall {st dann

.

fés‘m1")(1-u) =[S 2 _ 'mf'b(io)]'

n ~ Vmt*D(1,+899)" n

4.5.Yorpivotisierung

Ein Ansatz von Beran (1985, 1987 und 19B8) treibt das Konzept der "Studenti-
sierung™ auf die Spitze. An dieser Stelle soll nur die Idee kurz skizziert
werden, die vollstdndigen Eigenschaften dieses *Tricks® sind derzeit noch
nicht vollstdndig erforscht.

Im Abschnitt 4.3 haben wir festgestellt, dad die Konstruktion eines exakten
Konfidenzintervalles nicht nur bei der Kenntnis der Yerteilung des Schidtz-
fehlers moglich ist. Die Studentisierung stellt hierbei eine (zufidilige,
d.h. von den Beobachtungen X abhdngige) Transformation des Schitzfehlers
dar, die dafiir sorgt, daB die VYerteilung der transformierten GriéSe mittels
Bootstrap genauer zu schatzen ist. £in Konstruktion von Konfidenzintervallen
1st méglich, da es sich bel der Transformation um die Multiplikation des
Schdtzfehlers mit einer positiven (zufdlligen) Konstante handelt. Grundsitz-
1ich wdre eine solche Konstruktion auch immer stets dann mbglich, wenn der
Schitzfehler auf eine andere, nachvolliziehbare Weise streng monoton trans-
formiert wiirde, d.h. wenn

R(F3X) = 9(X:8,-8 ),

wobei g(X;+) fir (PF-fast sicher) jede Realisation von X eine monotone Funk-
tion 1st. Im Fall der Studentisierung st

g{X,t) = t/t(X)
wobel tz(X) ein Schiitzer fir die Varianz von Sn 1;t. Wie ist aun g{X,*) 2u

wihlen, damit die Verteflung von R(F;X) in den Umgebung von F miglichst we-
nig schwankt?
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Beran's Ansatz basiert auf den bekannten Tatsache, daB fir eine Zufallsva-
riable Z mit stetiger Verteilungsfunktion H die GroBe H(Z) stets eine
Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall besitzt. Eine Transformation von

B(F:X) = 8 - 6
2u
Ro(FiX) = Gg(F; B(F;X))

wiirde - vorausgesetzt, GB wire stetig - eine Gleichverteilung von Ro (unab-
héngig von F) zur Folge haben, d.h. wiirde B(F;X) "pivotisieren®". Aufgrund
dieser Uberlegung 1iegt es nun nahe, als Transformation g@g(X;e) die Boot-
strap-Schdtzung der Verteilungsfunktion wvon B(F;X) zu verwenden, d.h. die
Groge

R(F;X) = Gyl Foi B(FiX) ).

Damit 1st R(F;X) "ungefdhr® rechteckverteilt, die exakte Verteflung (und
damit die wesentlichen Abweichungen von eben dieser Rechteckverteilung) las-
sen sich dann wieder mittels Bootstrap schdtzen.

Diese Plausibilitatserklarung hat noch efnen kleinen Haken: die Transforma-
tion mit GB(?n.-) ist nur schwach, nicht aber streng monoton; dies 1st Je-
doch nicht allzu problematisch: Entweder man verwendet statt der hier be-
schriebenen Bootstrap-Schitzung von GB eine "geglittete” Version, oder man
gibt sich mit der Tatsache zufrieden, daBd bei nicht allzu kleinem Stichpro-
benumfang bereits GB(?n.-) “nahezu” stetig i1st (d.h. aur noch Spriinge von
sehr geringer Hihe hat) und gibt sich mit einer "konservativen® Abschiitzung
des Konfidenzintervalls, die dieser Tatsache Rechnung trigt, zufrieden.

ﬂei der Berechnung der Bootstrap-Verteilung von R(F;X) tritt dann allerdings
ein gravierendes Problem auf, das beim Konzept des studentisierten Boot-
straps am Rande bereits erwvihnt wurde: Hier miissen 2wei fneinanderge-
schachtelte Monte-Carlo-Schleifen durchgefiihrt werden, der Rechenaufwand
potenziert sich alsol



Was diese "Vorpivotisierung" bedeutet, 188t sich wiederum an dem 1in Ab-
schnitt 3.1 2zur Motivation herangezogenen "kiinstlichen Statistiker" erlau-
tern: Das Verfahren 1st eine Operationalisierung der Uberlegung, was pas-
siert, wenn man den “kiinstlichen Statistiker® selbst einen Bootstrap
durchfiihren 18B8t, damit der seine Schitzung verbessert.

Solange Rechenzeitprobleme dem nicht im Wege stehen, kann dieses Konzept der
*Yorpivotisierung® noch iteriert werden: Man filhre auch noch eine Pivotisie-
rung von R(F;X) durch usw... Es ist derzeit nicht klar, ob ein solcher {te-
rierter Bootstrap iiberhaupt noch eine Verbesserung der Genauigkeit zur Folge

haben kann - auBer 1n einigen kiinstiich konstruierten Spexialfillen (vgl.
Beran (1988)).

4.6.Qualitdt der Konstruktionsverfahren fiir Konfidenzintervalle

Bisher wurden 1n diesem Kapitel nur verschieden Yerfahren beschrieben, mit
denen sich Konfidenzintervalle konstruieren lassen und bestenfalls Plausibi-
1ititsargumente geliefert, warum das eine Verfahren besser als das andere
1st oder nicht. Prdzise Qualitiitsaussagen wurden bisher nicht priisentiert.

Zunlichst ist festzustellen, daB unter relativ schwachen Regularfititsbedin-
gungen alle in Kap. 4 beschriebenen Konstruktionsverfahren tatsichlich asym-
ptotisch das angestrebte Niveau einhalten, d.h. die tatslchliche Uber-
deckungswahrscheinlichkeit konvergiert gegen das nominale Niveau firn —» =
( vgl. Beran (1984a)). Damit 1st aber zunlichst nur sichergestelit, dad die
Bootstrap-Verfahren asymptotisch nicht schlechter sind als die klassische
Methode, der Ausnutzung der asymptotischen Normal{itht.

Es wiirde den Rahmen dieser Arbeit {iberschreiten, die verschisdenen Anslitze
hierzu zu diskutieren. Efnen guten Oberblick stellt hier die Arbeit won Hall
(1988) dar, auf die wir an dieser Stelle verweisen wollen und die wir im
folgenden zumindest skizzieren. Dennoch sind die dort prisentierten Ergeb-
nisse vom praktischen Standpunkt her recht wnbefriedigend, da sie - wie alle
sathematischen Qualftitsaussagen im Zusammenhang mit Bootstrap - grundsitz-
Yich asymptotischer Natur sind: Sie sagen stwes dariiber aus, wie schael) die



Bootstrap-Schiatzung den wahren Wert approximiert beil wachsendem Stichproben-
umfang, aber nichts dariber, wie grot die Abweichungen beim "Start®, also
kleinen Umfangen, bereits sind.

Die Aussagen beziehen sich in der Regel auf die Ordnung der Approximations-
geschwindigkeit in Abhiangigkeit vom Stichprobenumfang n. Schitzt man etwa
ein Frakti] eines studentisierten Schitzfehlers durch das Fraktil der Stan-
dardnormalverteilung, so ist die Abweichung von der Ordnung llJn.6 Be{ der
Verwendung des Bootstraps zur Schitzung der Verteilung und damit auch des
Fraktils von B(F;*) (vg). Hall (1988), dieses Verfahren wird dort als “Hy-
bridmethode® bezeichnet) ergibt sich eine Abweichung von der Ordnung 1/n,
also in diesem Sinne eine Verbesserung. Be{ der Verwendung des studentisier-
ten Bootstraps schlieBlich 11egt sogar nur eine Abweichung zwischen “theore-

tischem® und "geschitztem" Fraktil der Grbfenordnung n"‘w2 vor.

Bemerkenswerterweise wirken sich diese Approximationsgeschwindigkeiten bei
der Uberdeckungswahrscheinlichkeit zweiseitiger Konfidenzintervalle unter-
schiedlfch aus (im Gegensatz zu einseitigen Konfidenzintervatien): Hier eli-
minferen sich Terme zweiter Ordnung, sodaB alle beschriebenen Verfahren das
Niveau bis auf eine Grd8enordnung von n~1 approximieren; dies gilt sowohl
fir die "equal-tailed"-Ansdtze, die in den Abschnitten 4.2 und 4.3 beschrie-
ben wurden als auch fir den Fall des ®kirzesten® Intervalls (vgl. Abschn.
4.4). In den Simulationsstudien des nlichsten Kapitels wird sich allerdings

zeigen, daB dennoch erhebliche Unterschiede vorliegen7.

N

6 Eine Folge {a_} von reellen Zahlen bxw. von Zufalisvariablen
1st von der Ordnuﬂg ¢(n), wenn die Folge [anlc(n)] beschrinkt bazw.
stochastisch beschriinkt ist. .

7 Die Aussage "{a_} ist von der Ordnung c(n)* sagt eben noch
nichts Gber die besfhrinkenden Konstante max {a_/c(n)) aus.
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5. Rumerische Beisplele
5.1. Einfache Zahlenbeispiele

Im Yetzen Kapitel dieser Arbeit werden wir nun ausschiieBlich das bisher
wiederholt als Beispiel herangezogene Problem der Schitzung des zweiten Mo-
ments einer Yerteilung betrachten. Zundchst erldutern wir noch einmal anhand
konkreter Zahlenbeispiele die Vorgehensweise bet der Durchfiihrung der bisher
beschriebenen Prozeduren.

Mit Hi1l1fe der Programmiersprache GAUSS wurden einige Prozeduren erstellt,
die einfach die Berechnung von Jackknife-Biaskorrekturen und -VYarianzschdt-
zern von Schdtzern sowie Bootstrap-Verteilungsschiitzern reellwertiger para-
metrischer Statistiken der Form R{F;X) auf dem PC erlauben.

Wir beginnen mit folgendem Zahlenbeispiel: Gegeben sei die Stichprobe vom
Umfang n=10, wie sie in Tab.l vorgegeben sei. Als Schitzung fir das zweite
. zentrale Moment der diesen Daten zugrundeliegende Verteilung ergibt sich

2

Sn = 1.160

und als finiter Momentenschdtzer fir die Varianz dieser Schitzung

~ 2 2
Vmf = 0.323° = 0.104
Da Sn2 unverzerrt i1st, ist der Jackknife-Schitzer fir Ly fdentisch mit Snz.

Als Schatzung fiir die Jackknife-Varianz ergibt sich

2 2
VJ - 0.416 »
die Bootstrap-Schitzung der Varianz aufgrund einer Monte-Carlo-Studfe vom

tmfang uboot-woo war

2

I 0.337.

Zur Berechnung dieser Werte wurde ebenfalls #8in kurzes Gauss-Programm er-
stellt. Man beachte, daB die tatslichliche Bootstrap-Schitzung der Varianz im

vorliegenden Beispiel mit v 2 identisch ist und die Abweichung zwischen v

mf -]
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~ 2
und vmf

ren ist.

ausschlieBlich auf den "Zufall®™ der Monte-Carlo-Studie zuruckzufiih-

Die Ergebnisse bei der Verwendung der verschiedenen Ansdtze zur Konstruktion
von Konfidenzintervallen zum Niveau 90% (also a=0.05) sind in Tab. 2 wieder-
gegeben. Wo erforderlich, wurde grundsdtziich die GroBe v;fz 2ur Varianz-
schatzung herangezogen.

Bei der voriiegenden Stichprobe handelt es sich um 10 mit efnem Zufallszah-
lengenerator erzeugte unabhiingige Realisationen aus einer N{0,1)-Verteilung
(d.h. es gilit mé-l). Ein zweites Zahlenbeispiel, wieder mit Zufallszahlen
aus der gleichen Verteilung, findet sich in Tab. 3.

Man sieht sofort, daf die auf der Basis des studentisierten Bootstraps ge-
wonnenen Konfidenzintervalle erheblich gréfer sind als die anderen. Tatsidch-
11ch wird auch die Varfanz von S2 erheblich unterschitzt (diese 1st im Bef-
splel 2/9 = 0.2222 = (0.471)%). Fiir eine konkrete Aussage iiber die Qualitit
des Verfahrens 1iefern solche Rechenbeispiele allerdings uenige.

5.2.5imulationsstudien

Um efnen Einblick in die Wirkungsweise der Verfahren zu gewinnen, sind
grundsdtziich theoretische Aussagen iiber fhre Eigenschaften erforderlich.
Stehen diese in der erforderlichen Allgemeinheit nicht zur Verfigung, so
gibt es keinen anderen Weg, als zu versuchen, sich anhand einiger konkreter
Beispiele 2u vergewissern, mit welchen Problemen man gegebenenfalls zu rech-
nen hat. Die Resultate einer Simualtionsstudie ersetzen natiiriich nie eine
*theoretische™ Analyse, man kann mit fhnen bestenfalls “Erfashrungen® iber
die Wirkungsweise der Prozeduren sammeln. Aus diesem Grund sind matiirlich
bei einer Simulationsstudie grundsitzlich die verschisdenen denkbaren "Para-
metersituationen® mbgiichst breit einzubeziehen.

8 Dies gilt natirlich {insbesondere, wenn wman die Verfahren
*anhand konkreter Daten® vergleicht: Es fehit das
Validierungskriteriuml -



In der in dieser Arbeit beschriebenenen Problematik 1st dies besonders
*schwierig”: Grundsdtziich miBten die verschiedensten Yerteilungsparameter
F, parametrische Funktionen 8(F), Schdatzer an, Stichprobenumfange n und Ni-
veaus a bericksichtigt werden. Eine solche umfangreiche Untersuchung wirde -
sofern sie Uberhaupt denkbar 1st - sicherliich den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Wir werden uns daher ausschlieBlich mit dem berefits mehrfach an-
gesprochenen Beispiel auseinandersetzen: Schitzung des zweiten zentralen
Moments efner Verteilung durch die empirische vYarianz einer Stichprobe.

Die Wah) dieses Beispiels hat seine Ursache in einer Arbeit von Schenker
(1986), der es dazu heranzieht, um aufzuzeigen, daB das Bootstrap-Verfahren
nicht unbedingt die hervorragenden Eigenschaften besitzt, die es aufgrund
der theoretischen Resultate verspricht. Allerdings wird "Bootstrap” dort
relativ "unfair® behandelt. Der "naive" Bootstrap, also die Perzentiimetho-
de, wird gegeniibergestellt dem tatsdchlichen Niveau, das sich erreichen lie-
Be, wenn die tatsdchliche Verteilung wirklich bekannt wire: es werden stan-
dardnormalverteilte Daten generiert und die Konfidenzintervalle mit denen
durch "klassische® Verfahren {die nur unter Kenntnis der Normalitit exakt
sind) verglichen. Dies war der AnlaB einer etwas extensiveren Untersuchung
(Rothe 1986), die wir hier kurz beschreiben.

Wir untersuchen wieder das in dieser Arbeit durchgehend als Beispiel heran-

gezogenen Problem: Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n aus einer unbe-

kannten Verteilung mit Verteilungsfunktion F; geschitzt wird das 2zweite zen-

trale Moment dieser Vertellung unter Verwendung der empirischen Varianz der

Stichprobe. Ziel sei die Angabe eines Konfidenzintervalls fir dieses Moment.

Verglichen werden

(1) die “klassische" asymptotische Methode unter Verwendung eines Momenten-
schitzers fir die Varianz des Schitzers (Konfidenzintervatl 1 (1%)(1.q)
in Abschnitt 4.1);

(2) der “"natve” Bootstrap, also die Verwendung der Perzentiimethode (Konfi-

. _denzintervall T (B)(1-q) 1n Abschnitt 4.2);

(3) das Konzept des “studentisierten® Bootstraps (Konfidenzintervall
1, 8)(1-a) tn Abschnitt 4.3).

»

In (2) und (3) wurde der "equal-talles-Ansatz” verwendet. Als nominales Ni-



veau fir das Konfidenzintervall wurde grundsatziich 90%, also a=0.1 ange-
setzt. Die Bootstrap-Schatzungen der jeweiligen Verteilungen basferten Je-
weils auf einer Monte-Carlo-Studie vom Umfang Nboot-1ooo.

Als datengenerierende Verteilung mit Verteilungsfunktfon F wurden drei ver-
schiedene Verteilungen herangezogen: Zundchst die (bereits von Schenker ver-
wendete) N(0,1)-Verteilung, dariiberhinaus die Gleichverteilung auf dem In-
tervall [0,/12 ], U(0,/12),sowie schiieBlich die Standard-Exponentiaivertei-
lung E(1) mit der Dichte .

f(t) = t et fiirt t>0, 0 sonst.

Alle diese Verteilungen haben das zweite zentrale Moment 1. Fir jede Vertei-
lung wurde das Verhalten der Schadtzungen unter Stichprobenumfdngen von
n=10,20,35 sowie 100 untersucht.

Fir jede Kombination Verteilung/Stichprobenumfang wurde eine Monte-Carlo-
Studie zur Schdtzung der wahren Uberdeckungswahrscheinlichkeit des wahren
Parameters durchgefiihrt. Der Umfang dieser Monte-Carlo-Studie betrug jeweils
(wie bel Schenker) N,.=1600. Damit besitzt die MC-Schiitzung der Uber-
deckungswahrscheinlichkeit eine Standardabweichung von unter

0.012.

Die Simulationsstudie wurde Anfang 1986 am Rechner des Hochschulrechenzen-
trums der Universitdt Dortmund unter Verwendung diverser Fortran-Programme
durchgefiihrt.

Eine Untersuchung der Yorpivotisierungsmethode 1st nun in der Tat sehr auf-
wendig: Waren bereits bei den soeben beschriebenen Studien jeweils Monte-
Carlo-Studien von Monte-Carlo-Studien erforderiich, so werden hier drel i{n-
einandergeschachtelte MQ-Studien benbtigt. Bei der damals durchgefilhrten
Studie wurde dieses Verfahren daher nur fir den Fall der WN(0,1)-Verteilung
und fiir den Stichprobenumfang n=10 untersucht. Ferner wurden die beiden MC-
Studien zur Bestimmung des Bootstrap-Schitzers auf 300 reduzfert; N,.=1600
dagegen wurde beibehalten. Weitere Berechnungen wurden nicht durchgefiihrt;
altein die Bestimmung des einen Schitzwertes fiir das exakte Niveau des vor-
pivotisierten Bootstrap-Konfidenzintervall machte dfe Erzeugung und Ver-
rechnung von ca. 1.44-109 Zufallszahlen erforderlich; auf dem GroBrechner
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der Universitdt Dortmund bedeutete dies bereits eine CPU-Rechenzeit von iber
sechs Stunden!

Die Ergebnisse der MC-Studie in Tab.4 zeigen, dad das klassische asymptoti-
sche Yerfahren und die Perzentil-Methode 1n der Tat insbesondere bei kleinen
Stichproben sehr schlecht sind, d.h. die nominale Uberdeckung von 90% bei
welitem nicht erreichen; beide Verfahren unterscheiden sich in {hren reali-
sierten Uberdeckungen nur geringfigig. Anders 1st die Situation beim studen-
tisierten Bootstrap. Hier ist gegeniiber den anderen Methoden eine deutliche
Verbesserung der Uberdeckung festzustellen; die Verwendung des studentisier-
ten Bootstraps und der damit verbundene Zusatzaufwand scheint also insbeson-
dere bei kleinen Stichproben durchaus gerechtfertigt! Bemerkenswert {st bei
diesem Vergleich die schlechte Uberdeckung im Falle des klasstschen Ansatzes
bei einer zugrundeliegenden Exponentialverteilung; hier ist die Yerbesserung
durch den studentisierten Bootstrap besonders auffdllig.

Die Vorpivotisiertung fiihrt 1n dem einen untersuchten Fall zu einem ge-
schitzten Niveau von 0.874, ist also dem studentisierten Bootstraps ebenbiir-
t1g. Der Vorteil der “"Yorpivotisierung" scheint sich wohl ohnehin vorwiegend
ifn Situationen zu zeigen, bel der eine Studentisierung nicht direkt ge-
rechtfertigt 1st, etwa wenn die Schitzfehlerverteilung nicht asymptotisch
normaiverteilt ist. In der vorliegenden Situation ist Vorpivotisieren tat-
sachlich Uberfliissiger Aufwand.

In efner zweiten, bisher unverbffentliichten Simulationsstudie wurden ferner
fir den Stichprobenumfang n=10 Untersuchungen uber die Lage der Konfidenzin-
tervalle angestellt. Die Berechnungen hierfiir wurden an einem PC unter Ver-
wendung von GAUSS durchgefiihrt; um den Rechenaufwand zeitlich 1n akzeptablen
Grenzen zu halten, haben wir uns auf MC-Stichprobenumflinge wvon 500 sowohl
fur Nooot als auch fir N“c eingeschriinkt. Verglichen wurden die klassische
Asymptotik, die Verwendung des Jackknife-Konfidenzintervalls sowie vom stu-
dentisierten Bootstrap sowohl der "squal-tailed-Ansatz® als auch der Ansatz
t'les kleinsten Konfidenzintervalls; wiederum wurden die bareits oben verwen-
deten Verteilungen simuliert.

Berechnet wurden die durchschnittlichen Tinken und rechten Endpunkte der
Konfidenzintervallie sowie 1hre durchschnittlichen LiEngen. Die Ergebnisse



sind in Tab. 5 wiedergegeben. Man beachte, da8 die Schatzungen fir die exak-
ten Niveaus aufgrund des geringeren MC-Umfanges (NMC=500 statt wie oben
NMC=1600) ungenauer sind als die Schatzungen in Tab. 4.

Zundchst fallt auf, daB das Jackknife-Verfahren offenbar zumindest etwas
besser zu sein scheint als der ®naive” Ansatz. Tatsdchlich i{st dies aber
eine °®Scheinverbesserung®: Wir haben weiter oben bereits vermerkt, dag im
vorliegenden Fall Jackknife die Varianz des Schatzers iberschitzt; hier
uberlagern sich also zwei Fehler: Schitzung des Schétzfehlers mit der Nor-
malverteilung (schlecht) unter Verwendung des Jackknife-Varianzschitzers
(auch schlecht); diese "Fehler® schwichen sich hier gegenseitig ab; dennoch
kann dies nicht als geeignetes Yerfahren empfohlen werden. Beim VYergleich
der Intervalligrenzen und -léngen zeigt sich auch, wo die Schwliche der klas-
sischen Asymptotik 1iegt: Durch sie werden die Intervallangen gravierend
unterschatzt. Dies kann 1{n praktischen Situationen zu ganz erheblich fal-
schen Einschitzungen der Sachlage, ja moglicherweise 2zu schweren Fehlent-
scheidungen filhren (indem Hypothesen iiber Parameterkonstellationen "signifi-
kant" zuriickgewiesen werden, die tatsichlich nicht hitten abgelehnt werden
dirfen). Besonders auffdllig 1st dies im Falle der Exponentfalverteilung,
die ja in praktischen Anwendungen keine unbedeutende Rolle spielt (in der
Ereignisanalyse 1ist sie zum Beispiel der elementarste Verteilungsansatz fir
eine Wartezeit - entsprechend einem konstanten Risiko).

Der Ansatz des "kiirzesten Konfidenzintervalis® l1iefert dagegen ohne Genauig-
keitsverlust ein deutlich kleineres Intervall, in den hier analysierten Si-
tuationen ergeben sich um 20-30% kiirzere Intervalle, ohne daB sich dies in
irgendeiner Weise auf die Qualitit des Intervalls, also sein exaktes Niveau,
auswirkt!

%. AbschlieBende Bemerkungen

Es ist sicherlich 11lusorisch, aus einer so kleinen Untersuchung wie der aus
Kap. 5 Rickschliisse Gber Eigenschaften der verschiedenen Resampling-Verfah-
ren zur Konstruktion von Konfidenzintervallen ziehen zu wollen. Deanoch sind
die Unterschiede in der Wirkungsweise dieser Verfahren in den untersuchten
Modellen beeindruckend.
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Einige sehr allgemeine Ratschlage, die vor der Verwendung der Verfahren be-
achtet werden sollten, lassen sich aber wohl formulieren:

Die klassische Normalapproximation ist - sofern theoretisch abgesichert -
immer noch das Mittel der Wahl, solange der zugrundeliegende Stichprobenum-
fang hinrefchend gro8 ist. In diesen Situatfonen sind Bootstrap ohnehin,
aber auch Jackknife zu aufwendig im Verhdltnis zu dem dabei erzielten Gewinn
an Genauigkeit. Problematisch ist dabei allerdings sicherlich die Frage, ab
wann ein Stichprobenumfang in dieser Hinsicht als "hinreichend gro8" angese-
hen werden kann; dies hingt ja nicht zuletzt auch von der (nicht bekannten)
zugrundel fegenden Verteilung ab.

Das Jackknife-VYerfahren sollte als ein Verfahren gesehen werden, das die
Verzerrung efnes Schatzers schitzt. Als Varfanzschétzung ist es eher eine
ad-hoc-Prozedur und sollte nach dem derzeitigen Stand der Forschung nur he-
rangezogen werden, wenn andere Verfahren nicht zu Verfiigung stehen.

Besteht AnlaB zur Befiirchtung, daB asymptotische Verfahren - etwa aufgrund
Zu geringen Stichprobenumfangs - bel der Konstruktion von Konfidenzbereichen
keine Verwendung finden kdnnen, so bietet sich eine Bootstrap-Schiétzung an.
Hier hat sich - sowohl aus theoretischen Uberlegungen als auch aufgrund obi-
ger Simulationsstudien - das Verfahren des studentisierten Bootstraps (und
des darauf basierenden kiirzesten Xonfidenzintervalls) als das mit Abstand
effektivste herausgestellt. Erfahrungen mit dem vorpivotisierten Bootstrap
1iegen dabei allerdings bisher kaum vor, da seine Berechnung derzeit noch zu
zeitaufwendig 1st. Es st jedoch nach wie vor zu beriicksichtigen, dag die
Yerwendung des studentisferten Bootstraps die Verfigbarkeit eines geeigneten
Varfanzschdtzers fir die Schitzstatistik voraussetzt. Aufgrund der Konzep-
tion und der oben diskutierten Plausibilitiitsiiberiegungen zur Motivierung
des Verfahrens kann an dieser Stelle jedoch durchaus efin Jackknife-Schitzer
herangezogen werden. Die Verwendung eines "nafven”™ Bootstraps (also der Per-
zentilmethode) erscheint nur dann sinnvoll, wenn man auf eine Varianzschit-
iung verzichten will (bef einer Jackknife-Schitzung der Varianz wiirde ein
studentisierter Bootstrap im Vergleich zur esinfachen Perzentilmethode ein
Vielfaches an Zeit benbtigen, der Faktor 1iegt stwa 1n der GriSenordnung des
vorliegenden Stichprobenumfangs).
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Tab.l: Zahienbeispiel zu Abschn.5.1
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Tab.2: zweiseitige Konfidenzintervalle fiir mz(F) zum nominalen Niveau von 1-
a=90% zu Datensatz gem. Tab.1l

Konstruktions- Intervall-Endpunkte Lénge
prinzip 1inks rechts

};E??B3'""""""""";f;;; ----- 1.691 - 1.062
1, 0.475  1.845 1.370
1 (® 0.726  1.833 1.106
1, (B:min) 0.747  1.835 1.088
ﬁn(s) 0.685  2.596 1.911
1, (Ssmin) 0.53¢  2.333 1.799
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Tab.3: Zweites Zahlenbeispiel:

i Xi

] 0.336

2 0.828

3 0.512 m, (F)=5%=0.663

4 -0.232

5 1.451 vm$ =0.267% « 0.071

6 0.509

-2 2
7 ~0.504 v,2- 0.348
8 0.945
~ 2 2

9 -1.371 vg2=0.348
10 0.669
Konstruktions- Intervall-Endpunkte Linge
prinzip 1inks rechts
fn(f‘") 0.224  1.101 0.877
fn(J) 0.091  1.235 1.144
Yn(B) 0.246  1.140 0.893
in(B‘m‘") 0.337  1.217 0.880
?n(s) 0.229  2.670 2.440
fn(s‘m‘") 0.151  2.123 1.972
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Tab.4: MC-Schatzungen des exakten Niveaus
Konfidenzintervalle
1 (fin) 7 (B) 1 (S)
n In In In
10 0.713 0.736 0.871
20 0.799 0.803 0.882
R(0,1)
35 0.854 0.835 0.898
100 0.847 0.881 0.889
10 0.769 0.783 0.889
20 0.859 0.847 0.903
u(0,/12)
35 0.876 0.883 0.905
100 0.895 0.885 0.907
10 0.557 0.554 0.805
20 0.648 0.625 0.819
E(1)
+ 35 0.740 0.709 0.851 ,
100 0.814 0.781 0.867

einiger

asymptotischer



Tab.5: MC-Schatzungen

durchschnittlicher

Intervallendpunkte und

verschiedener Konstruktionskonzepte fiir Konfidenzintervalle

49

(n=10, NBOOT' NMC = 500, a = 0.1)
Konstruktions- mittl. mittl. mitti. exaktes Verteilung
konzept 1inker rechter Linge Niveau
Endpunkt Endpunkt
?n‘f‘“ 0.4239  1.4796  1.0557  0.702
xn(J) 0.2669  1.6367 1.3699  0.778
1n(5) 0.5007 3.8031 3.3024 o0.850  N(0.1)
In(S;m‘“’ 0.2958  3.0129  2.7171  0.870
Yn(fi") 0.5442  1.4330 0.8888  0.792
In(J) 0.4167 1.5605 1.1438  0.882
In(s) 0.6466  2.5619  1.9153 o0.860  VU(0.12)
1n(5=m‘“) 0.5589  2.0582  1.4993  0.874
fn(fi"j 0.2557  1.7447  1.4889  0.570
In(J) 0.0281  1.9723  1.9443  0.628
In(s) 0.1806 16.9565 16.7759 o0.s00  E(1)
ln(s‘m‘") -0.3097 12.2521 12.5618  0.788
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